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Vorwort

Auf einer kompakten Riemannschen Fliche kann man jeder endlich-
dimensionalen komplexen Darstellung der Fundamentalgruppe ein Vektor-
biindel mit flachem Zusammenhang, also ein holomorphes Vektorbiindel,
zuordnen. In der im Jahr 1938 erschienenen Arbeit [Wei] ANDRE WEILS
wird gezeigt, dafl man auf diese Weise genau die holomorphen Vektorbiindel
erhélt, deren unzerlegbare Komponenten vom Grad null sind. In [Na-Se]
beweisen NARASIMHAN und SESHADRI, dafl unitdre Darstellungen der Fun-
damentalgruppe polystabilen Vektorbiindeln vom Grad null entsprechen,
d.h. Vektorbiindeln, deren unzerleghare Komponenten stabil und vom Grad

null sind.

In dem Artikel [De-We2] entwickeln ANNETTE WERNER und CHRISTO-
PHER DENINGER ein p-adisches Analogon dieser klassischen Konstruktion.
Fiir eine glatte projektive Kurve X {iber C, wird dazu eine Kategorie
von Vektorbiindeln auf X definiert, deren Objekte einen Paralleltransport
entlang étaler Wege definieren. Insbesondere erhélt man auf diese Weise
zu Vektorbiindeln aus jener Kategorie p-adische Darstellungen der étalen
Fundamentalgruppe von X. In [De-We3| wird zudem gezeigt, dafl die
Kategorie von Vektorbiindeln auf X, deren Objekte einen Paralleltransport

definieren, eine neutrale Tannakakategorie iiber C,, ist.

Im Falle von Mumfordkurven hat GABRIEL HERZ in [He] gezeigt, daf
diese Konstruktion mit einer von GERD FALTINGS in [Fal] entwickelten Kon-
struktion, bei der einem Vektorbiindel auf der Mumfordkurve eine Darstel-

lung der Schottkygruppe zugeordnet wird, vertréglich ist.

In dem unléngst erschienenen Artikel [Fa2] wird eine Kategoriendqui-

valenz einer Kategorie von Vektorbiindeln, die mit der Struktur eines p-
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8 Uber p-adische Darstellungen

adischen Higgsfeldes versehenen sind, mit einer Kategorie sogenannter verall-
gemeinerter Darstellungen etabliert. Diese Kategorie verallgemeinerter Dar-
stellungen enthélt die der Darstellungen der étalen Fundamentalgruppe der
Kurve als volle Unterkategorie und erlaubt somit Vergleiche mit der Kon-
struktion [De-We2|. Die in diesem Absatz genannten Konstruktionen sind

jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

In [De-Wel] wird die obige Konstruktion auf den Fall abelscher Varieté-
ten A iiber @p mit guter Reduktion iibertragen. Hierzu werden eine Katego-
rie von Vektorbiindeln % Ac, sowie ein Funktor definiert, der Vektorbiindeln
dieser Kategorie endlich-dimensionale stetige p-adische Darstellungen der
étalen (d.h. algebraischen) Fundamentalgruppe von A zuordnet. Insbeson-
dere Geradenbiindel, die algebraisch dquivalent zu null sind, liegen in der
Kategorie der Vektorbiindel, d.h. man erhélt einen Homomorphismus « der
dualen abelschen Varietét Pic?4 /c, (Cp) in die Gruppe der C,-wertigen Cha-
raktere der étalen Fundamentalgruppe von A. Hierbei handelt es sich um
eine Verallgemeinerung eines durch JOHN TATE in seiner Publikation iiber
p-divisible Gruppen [Ta2] definierten Homomorphismus, der zur Konstruk-

tion der Hodge-Tate-Zerlegung benétigt wird.

In der vorliegenden Dissertation werden verschiedene Aspekte der Kon-
struktion aus [De-Wel| behandelt. Dazu werden zunichst im ersten, vorbe-
reitenden Kapitel grundlegende Begriffe wiederholt und eingeordnet. Da die
étale Fundamentalgruppe einer abelschen Varietit iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper isomorph zum absoluten Tatemodul ist, werden zu-
nichst Grundlagen iiber p-Barsotti-Tate-Gruppen (p-divisible Gruppen) zu-
sammengefafit. Diese Darstellung stiitzt sich wesentlich auf [Ta2] sowie auf
den Vorabdruck [Co-Li], der auch im Rahmen eines DMV-Seminars iiber
endliche Gruppenschemata und p-divisible Gruppen im Mai 2005 in Ober-
wolfach durch FABRIZIO ANDREATTA, BRIAN CONRAD und RENE SCHOOF
verwendet wurde. Grundlagen iiber abelsche Schemata stiitzen sich auf die
Vorlesung [Tam2|, die GUNTER TAMME im Wintersemester 2003 / 2004 so-

wie im Sommersemester 2004 an der Universitdt Miinster gehalten hat, und



Vorwort 9

auf [Mi2] und [Mum]|. Vorausgesetzt werden zahlentheoretische Grundlagen
(etwa aus [Ne]) sowie Grundlagen der algebraischen Geometrie (etwa aus
[Liu]).

Das zweite Kapitel befafit sich mit abelschen Varietdten mit gewthn-
licher Reduktion. Es wird bewiesen, dafl in diesem Falle der in [De-Wel]
definierte Funktor volltreu ist. Es stellt sich heraus, dal sogar schon der fiir
ein Modell der abelschen Varietéit definierte ganzzahlige Funktor volltreu
ist.

Zudem wird gezeigt, dafl in dem speziellen Fall, daB die abelsche Varie-
tdt durch kanonische Liftung einer gewdhnlichen abelschen Varietédt iiber
dem Restklassenkdrper entsteht, die étale Fundamentalgruppe in eine di-
rekte Summe zweier Summanden zerlegt werden kann und bei den Darstel-
lungen, die man durch Vektorbiindel erhélt, einer dieser Summanden stets

trivial operiert.

Im dritten Kapitel werden CM-abelsche Varietidten A behandelt, die {iber
einem lokalen Zahlkoérper K/Q,, definiert sind. Ein Beispiel aus [De-Wel],
das auf eine Frage DAMIAN ROESSLERS zuriickgeht, zeigt nach genauerer
Beschreibung des oben genannten Homomorphismus «, der Geradenbiin-
deln aus Pic% /¢ (Cp) einen stetigen Charakter zuordnet, dafl man im Falle

P
einer abelschen Varietdt mit komplexer Multiplikation eine neue Operation
der absoluten Galoisgruppe von K auf A(C,) erhilt. Diese neue Operation

wird hier explizit beschrieben.

In [At] werden durch MICHAEL F. ATrvAH Vektorbiindel auf elliptischen
Kurven klassifiziert. Hierbei spielen Biindel, die durch sukzessive Erweite-
rung mit trivialen Biindeln entstehen (sogenannte verallgemeinerte Atiyah-
biindel), eine entscheidende Rolle. Nach einem Theorem aus [De-Wel] sind
derartige Biindel (auch fiir beliebige abelsche Varietiten A) in der Kategorie
B Ac, enthalten. In dem vierten und letzten Kapitel wird nun in Abhéngig-
keit der Wahl einer Basis des Darstellungsraumes explizit die Darstellung

von verallgemeinerten Atiyahbiindeln in Form von Matrizen beschrieben.
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1. Praliminarien

1.1. Notationen und Definitionen

Es sei p eine Primzahl und, sofern nicht ausdriicklich anders erwéhnt, K/ Q,
ein lokaler Zahlkérper, d.h. eine endliche Erweiterung von Q,,. Mit ox werde
der Bewertungsring von K bezeichnet, mit mg sein maximales Ideal und
mit k = o /Mg </11\er Restklassenkorper. Es gilt « ~ I, wobei g = pl ist.

Ferner sei C, = @p die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von
Q,; diese ist algebraisch abgeschlossen. Der Bewertungsring von €, werde
mit o, oder, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, einfach mit o

bezeichnet, das maximale Ideal mit m,. Fiir den Restklassenkorper gilt:
op/my, ~ .

Schliellich werde mit Uq(jlp) := 1+ m, die Gruppe der Einseinheiten von C,
bezeichnet, und fiir C,, gilt:

* X Q
C, =0, xXp~,

wobei (p®,-) ~ (Q, +) die diskrete Topologie trigt und die Einheitengruppe
von o, die folgende Struktur hat:

1
0y = piy x UG-

Dabei ist () die Gruppe der Einheitswurzeln von C,, deren Ordnung prim
zu p ist.

Weitere Eigenschaften des Kérpers C,, finden sich in [Ro].

11



12 Uber p-adische Darstellungen

1.2. p-Barsotti-Tate-Gruppen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Eigenschaften
iiber p-Barsotti-Tate-Gruppen wiederholt. Als Grundlage hierzu dient die
Arbeit von TATE ([Ta2]) sowie die Ausarbeitung von CONRAD und LIEB-
LICH ([Co-Li]). Weitere Einblicke in diese Theorie bieten die Arbeiten von
SERRE ([Se3|), SHATZ ([Shal), TATE ([Ta3]) sowie WATERHOUSE ([Wal).

Sei S ein lokal noethersches Schema, X ein S-Schema. In der Kategorie
der S-Schemata, versehen mit der fppf-Topologie!, ist die Priagarbe hy :=
Homg(—, X) eine fppf-Garbe. Mit Hilfe des Funktors X +— hx kann die
Kategorie der S-Schemata als volle Unterkategorie der Kategorie der Garben

auf dem groflen fppf-Situs aufgefafit werden.

Definition 1.2.1. Ein endliches flaches Gruppenschema tber S ist ein kom-
mutatives Gruppenobjekt in der Kategorie der endlichen, flachen, lokal end-
lich priisentierten S-Schemata®. Die Kategorie der endlichen flachen Grup-
penschemata iiber S werde mit GPSCH/S bezeichnet. Der Rang eines end-
lichen flachen Gruppenschemas G/S ist die auf S lokal konstante Funktion

rkg: S— N, s dim,{(s) ﬁGXSSpecn(S)'

Dabei sei k(s) := Og/ms der Restklassenkorper von s.

Eine abgeschlossene Untergruppe H eines endlichen flachen Gruppenschemas
G iiber S ist eine abgeschlossene Immersion f : H — G in der Kategorie
GpScH/S.

Ist das Basisschema S zusammenhingend, so ist die Funktion rkg kon-
stant, und es sei in diesem Falle rk(G) := rkg(s) fiir ein beliebiges s € S.
Fiir abelsche fppf-Garben G auf der Kategorie der S-Schemata nennt

man . om(G,G,,) das Cartierdual von G, wobei wie iiblich mit G, die

Lppf = fidélement plate et de présentation finie, d.h. treuflach und endlich prisentiert;

néheres zu Grothendiecktopologien ist in [Mil] und in [Tam1] zu finden.
?Da das Basisschema S lokal noethersch ist, bedeutet lokal endlich prisentiert iiber S

dasselbe wie lokal von endlichem Typ iiber S (siche [EGA] IV Définition 1.3.2 und 1.4.2).
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multiplikative Gruppe bezeichnet werde. Fiir darstellbares G ist das Car-
tierdual von G nicht notwendig darstellbar, es gilt im Falle endlicher flacher

Gruppenschemata jedoch das folgende Theorem:

Theorem 1.2.2 (Cartier-Shatz, [Co-Li] Theorem 2.2.3).

Seim: G — S ein endliches flaches Gruppenschema tber S, und fir ein
S-Schema T werde mit Gp der Basiswechsel G xg T bezeichnet.

Der kontravariante Funktor von der Kategorie der S-Schemata in die Kate-

gorie der abelschen Gruppen
T — Homgpscn/7(G1s Gim,1)
ist durch ein endliches flaches Gruppenschema GV /S darstellbar; explizit ist
GY = Spec (A omgy(1.(0c), 0g)).

Die Kategorie endlicher flacher Gruppenschemata iiber dem Basisschema
S ist im allgemeinen nicht abelsch. Das folgende Theorem ermoglicht jedoch

die Definition kurzer exakter Sequenzen in dieser Kategorie.

Theorem 1.2.3. Es sei G/S ein endliches flaches Gruppenschema und
f+ H— G eine abgeschlossene Untergruppe von G, d.h. eine abgeschlossene
Immersion in der Kategorie der endlichen flachen Gruppenschemata 1iber
S.

Dann ezxistiert der Kokern G/H in der Kategorie der endlichen flachen
Gruppenschemata tiber S, und H ist der Kern von G — G/H in der Kate-

gorie der Gruppenschemata tiber S.

Beweis. Ein direkter Beweis ist in [Co-Li] Theorem 2.2.4 zu finden. Ein
Beweis, der auf der Darstellbarkeit der Garbifizierung der fppf-Prigarbe
G/H basiert, findet sich in [SGA3.I] Exposé V. O

Definition 1.2.4. Eine Sequenz

0—a¢-La-La—o
endlicher flacher S-Gruppenschemata heifit kurze exakte Sequenz, falls f :
G' — G eine abgeschlossene Untergruppe ist, die durch g auf null abge-

bildet wird, und zudem die durch g induzierte Abbildung G/G’ — G” ein

Isomorphismus ist.
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Sei nun S = Spec(R) das Spektrum eines henselschen lokalen Ringes und
G/S ein endliches flaches Gruppenschema. Dann ist die Zusammenhangs-
komponente der Identitit G° eine abgeschlossene Untergruppe von G, und
der Kokern G := G/GY ist étale iiber S. Die exakte Sequenz

0—G'—G—G%—0

wird als zusammenhdngend-étale exakte Sequenz von G bezeichnet.

Bemerkung. Ein endliches flaches Gruppenschema G {iber R ist genau dann

étale, falls G = G und genau dann zusammenhingend, falls G = G ist.

Theorem 1.2.5 ([Co-Li] Theorem 2.2.10).

Sei k ein vollkommener Korper und G ein endliches flaches Gruppensche-
ma tber k. Dann besitzt die zusammenhdngend-étale Sequenz von G eine
kanonische Spaltung, und diese ist mit Produkten und Basiswechsel mit voll-

kommenen Korpern vertrdglich.

Dieses Theorem gestattet es, endliche flache Gruppenschemata G iiber
einem vollkommenen Korper k in eine direkte Summe G = G° @ G zu
zerlegen®. Wendet man das Theorem erneut auf (G°)Y sowie auf (G¢*)Y an,
so erhéalt man nach abermaligem Dualisieren eine Zerlegung in vier direkte

Summanden
G = GO—O ® GO—ét ® Gét—O ® Gét—ét’

wobei sich der zweite Index auf das Cartierdual bezieht, d.h. G’ ist zum
Beispiel zusammenhingend mit zusammenhingendem Cartierdual, G0¢
zusammenhéngend mit étalem Cartierdual. Jedes endliche flache Gruppen-

schema G iiber einem Korper der Charakteristik null ist étale-étale, d.h.
G = Gét—ét'

Proposition 1.2.6 ([Ge-Mo| Proposition 4.47).
Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0, G ein zusammenhdngendes end-
liches flaches Gruppenschema tiber k. Dann ist der Rang von G eine Potenz

von p.

3Man beachte, daB in der gesamten Arbeit endliche flache Gruppenschemata per defi-

nitionem kommutativ sind.
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Korollar 1.2.7 ([Ge-Mo] Corollary 4.48).

Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist ein endliches flaches
k-Gruppenschema G genau dann étale-étale, wenn p nicht den Rang von G
teilt.

Theorem 1.2.8 (Deligne, [Oo-Ta] Theorem, Seite 4).

Sei S ein zusammenhdngendes lokal noethersches Schema und G ein endli-
ches flaches Gruppenschema tber S.

Dann teilt die Ordnung von G den Rang von G, d.h. es gilt rk(G)-idg = Og.

Die Struktur endlicher flacher Gruppenschemata vom Rang p iiber einem

Korper wird durch die folgende Proposition beschrieben:

Proposition 1.2.9 ([Oo-Ta] Lemma 1).

Sei k =k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Es sei G /k ein endliches
flaches Gruppenschema vom Rang p. Dann ist G isomorph zum konstanten
Gruppenschema 7./pZ., oder der Korper k hat Charakteristik p und G ~ pu, i

oder G ~ ay .

Dabei ist fiir n € IN
ppr = ker([p"] : Gp, — Gp,)

die abgeschlossene Untergruppe der p™-Teilungspunkte der multiplikativen
Gruppe G,,, und oy 5 ist fiir ein Schema S der Charakteristik p > 0 als
Kern des relativen Frobeniusmorphismus Fg, o /5 @ Ga,5 — Gg’j 39 definiert,
d.h. fiir ein S-Schema X ist:

aps(X) :={r € Ggs(X) | 2! =0}.

Das Cartierdual des Gruppenschemas p,» ist das konstante Gruppen-

schema 7 /p"Z, und «y, 5 ist selbstdual.

Definition 1.2.10. Sei S ein zusammenhéngendes lokal noethersches Sche-
ma. Eine p-Barsotti- Tate-Gruppe* der Héhe h diber S ist ein induktives Sys-
tem G = (G, tn)n>1, das aus endlichen flachen S-Gruppenschemata G,, und

abgeschlossenen Immersionen ¢, : G,, — Gp+1 besteht, fir die gilt:

“Serre und Tate benutzen in [Se3] und [Ta2] die Bezeichnung p-divisible Gruppe.
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1. 1k(G,) = p™, und

2. Gy, kann durch ¢, mit dem Kern G, 41[p"] der Multiplikation mit p™

in Gy identifiziert werden, d.h. die Sequenz
ln [pn}
0— Gn — Up41 — G?’H-l
ist exakt.

Fiir ein beliebiges lokal noethersches Basisschema S werden p-Barsotti-
Tate-Gruppen G iiber S analog definiert. In diesem Fall ist die Héhe von
G eine lokal konstante Funktion S — IN, und die erste Bedingung muf als

Gleichung lokal konstanter Funktionen auf S interpretiert werden.

Bemerkung (alternative Definition einer p-Barsotti-Tate-Gruppe).

Ein induktives System G = (G5, tn)n>1 bestehend aus endlichen flachen S-
Gruppenschemata G, und abgeschlossenen Immersionen ¢, : Gy, — Gp41
ist genau dann eine p-Barsotti-Tate-Gruppe, wenn fiir alle natiirlichen Zah-
len s,t > 1 Morphismen js; : Gs4+ — Gy existieren, so daf die folgenden

Sequenzen exakt sind:

Lot [p°] [p'] Js.t
0—Gs—Gsyt — Gyt — Gy — Gy — 0, (1.1)

dabei sei 14 = ts41—10...0 L.

Ein Beweis ist in [Co-Li] Remark 5.1.2. zu finden.

Fafit man die endlichen flachen Gruppenschemata G, als fppf-Garben
auf (iiber den Funktor h¢, ), so kann man in der Kategorie abelscher fppf-
Garben den direkten Limes G := 1£>nn G, betrachten. Diese Sichtweise fiithrt
zu einer dquivalenten Definition von p-Barsotti-Tate-Gruppen (siehe etwa

[G] Chapitre II1.5.1, [Me] Chapter I, Remark 2.3 oder [Ge-Mo] 10.13).

Sei G = (Gp, tp) eine p-Barsotti-Tate-Gruppe. Da die abgeschlossenen
Immersionen ¢, mit Cartierdualitéit vertriglich sind, ist GV := (G}, ,)) wie-

der eine p-Barsotti-Tate-Gruppe; das Cartierdual von G.
Ist die Basis S = Spec(R) das Spektrum eines henselschen lokalen Ringes R,



Préliminarien 17

so ist das induktive System mit den zusammenh#ngenden-étalen Sequenzen
vertriglich, und man definiert G° := (G2, 1,,) und G¢* := (G¢,1,,). Entspre-
chend heiBt eine p-Barsotti-Tate-Gruppe G zusammenhdngend, falls G = G
ist und étale, falls G = Gt gilt.

Fiir ein abelsches Schema ./ {iber einem Ring R definieren die p"-
Teilungspunkte eine p-Barsotti-Tate-Gruppe <7 (p) := (<7 [p"], tn) der Hohe
2dim /.

Sei nun k ein Koérper der Charakteristik null, und k/k sei ein algebrai-
scher Abschluf von k.

Definition 1.2.11 (Tatemodul).
Sei G = (G, L) eine p-Barsotti-Tate-Gruppe iiber k. Der Tatemodul T'(G)

von @ ist definiert als projektiver Limes der k-wertigen Punkte der G,

—

T(G) = lim G, (k),

beziiglich der in der exakten Sequenz (1.1) auf Seite 16 definierten Epimor-
phismen

jl,n—l :Gp — Gp—1.

Da die Gy (k) in natiirlicher Weise Z/p"Z-Moduln sind, kann T'(G) als Z,-
Modul aufgefafit werden.
Fiir p-Barsotti-Tate-Gruppen G iiber einem nullteilerfreien Ring R mit Quo-

tientenkorper der Charakteristik null sei

T(G) = lim G, (Quot(R)).

n

Fiir ein abelsches Schema .27 / R definiert man den p- Tatemodul von </ durch
Tpef = T(cA (p).
Der absolute Tatemodul von <f ist definiert als

To =[] T,
l

wobei das Produkt alle Primzahlen durchlauft.
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Proposition 1.2.12 ([Co-Li] Proposition 5.2.3).
Sei k ein Korper der Charakteristik null. Der Funktor

G T(G)

von der Kategorie der p-Barsotti- Tate- Gruppen tber k in die Kategorie end-
licher freier Zy-Moduln mit stetiger Operation der absoluten Galoisgruppe

Gy = G(k/k) ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Sei nun R ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit maximalem
Ideal mp und Restklassenkorper R/mp von positiver Charakteristik. Sei L
die Komplettierung eines algebraischen Abschlusses des Quotientenkorpers
von R und S der Ring der ganzen Zahlen von L. Dann definiert man als
Gruppe der S-wertigen Punkte einer p-Barsotti-Tate-Gruppe G = (G, ty)
iiber R die Gruppe

G(S) = lim (G(S/miRS)), wobei G(S/migS) = lim Gy, (S/m%5) sei.

Nach Definition der p-Barsotti-Tate-Gruppen erhélt man fiir alle n > 1

und alle ¢ > 1 kurze exakte Sequenzen:
0 — G (S/minS) — G(S/mbS) L5 G(S/miyS).

Dabher sind fiir alle i > 1 die Gruppen G(S/m%S) p-Torsionsgruppen, und
also kann G(S) mit der Struktur eines Z,-Moduls versehen werden, der zu
einem topologischen Z,-Modul wird, wenn man die G(S/m%S) mit der dis-
kreten Topologie ausstattet.
Aufgrund der Linksexaktheit des projektiven Limes erhélt man aus der obi-
gen exakten Sequenz die folgende exakte Sequenz:

0 — lim Gy, (S/my) = Gu(S) — G(S) P a(s).
Daher ist die Torsionsuntergruppe von G(S):

G = im Gy (8) = lim ( 1im G/ mieS) ).

Wenn G étale iiber R ist, so sind fiir alle n > 1 und 7 > 1 die Abbildungen
Gp(S/miF1S) — Gn(S/m%S) bijektiv, d.h. G (S/m%S) ~ G,(S); daher
folgt in diesem Fall G(S) = G(5)tors-
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Proposition 1.2.13 ([Co-Li] Lemma 6.3.14).
Die Bildung der S-wertigen Punkte

G~ G(5)

ist ein Funktor von der Kategorie der p-Barsotti- Tate-Gruppen tiber R in
die Kategorie der topologischen Z,-Moduln. Sie ist funktoriell in G und in
S.

Die p"-Teilungspunkte z,» von G, definieren eine p-Barsotti-Tate-Gruppe
der Hohe eins, die mit G,,(p) bezeichnet wird.

Sei o der Ring der ganzen Zahlen von C,. Dann ist
G (p)(0) = UL =1+m,

die Gruppe der Einseinheiten von o (vgl. [Ta2] Example 1, Seite 169).

1.3. Die étale Fundamentalgruppe

Dieser Abschnitt stiitzt sich auf die Ausfithrungen zur étalen Fundamen-
talgruppe in [SGA1] Exposé V sowie auf die Vorlesungsausarbeitung [Mur].

Grundlagen iiber étale Kohomologie sind in [Mil] sowie in [Tam1] zu finden.

Sei S ein lokal noethersches und zusammenhéngendes Schema.

Definition 1.3.1. Eine étale Uberlagerung p : X — S ist ein endlicher éta-
ler Morphismus von Schemata. Mit .#&t/S werde die Kategorie der étalen
Uberlagerungen von S bezeichnet (die Morphismen sind S-Morphismen).

Sei ) ein algebraisch abgeschlossener Korper. Fiir einen geometrischen
Punkt
S0 : Spec(Q2) — S

definiert man in Analogie zu topologischen Uberlagerungen den Faserfunktor
Fy, : F&t/S — Ens

durch:
Fy(X) := Morg(so, X).
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Im Gegensatz zum topologischen Faserfunktor ist der soeben definierte Funk-

tor im allgemeinen nicht darstellbar.

Definition 1.3.2. Sei ¥ eine Kategorie. Ein kovarianter Funktor
F : € — &ns heilit pro-darstellbar, wenn es ein projektives System
P = (P;)icr (mit filtrierender Indexmenge I) von Objekten aus € gibt, so
daB F" isomorph zu dem Funktor lim, _, Mor(P;, —) ist. Ein pro-darstellbarer
Funktor heifit strikt pro-darstellbar, wenn die Ubergangsmorphismen des

projektiven Systems ;; : P; — P; Epimorphismen sind.

Die folgende Proposition sowie die beiden Lemmata ergeben sich aus
den allgemeinen Resultaten in [SGA1] Exposé V.4 (Conditions axiomatiques
d’une théorie de Galois), angewandt auf die Kategorie der étalen Uberlage-

rungen von S.

Proposition 1.3.3 (vgl. [SGA1] Exposé V.4 und V.7).
Der Faserfunktor Fy, : F&t/S — &ns ist strikt pro-darstellbar, d.h. es
existiert ein projektives System S = (S;)icr (I filtrierend) von étalen Uber-

lagerungen mit

Fl(X) ~ Morg (5, X) := lim Morg(S;, X).
i€l

Lemma 1.3.4 (vgl. [SGA1] Exposé V.4 und V.7).
Fiir eine étale Uberlagerung S; aus dem projektiven System S der Proposi-

tion sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Die injektive Abbildung
Morg(S;, S;) — Morg (S, S;) ~ Fy,(S;)
st auch surjektiv.
2. Die Gruppe Autg(S;) operiert transitiv auf Fi,(S;).

Beweis. Das Lemma folgt aus der Tatsache, daB Morg(S;, S;) = Autg(S;)
ist. O

Ist eine dieser Bedingungen fiir S; aus S erfiillt, so heiBt die étale Uber-

lagerung S; — S galoissch mit Galoisgruppe Autg(S;).
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Lemma 1.3.5 (vgl. [SGA1] Exposé V.4 und V.7).

Sei X — S eine étale Uberlagerung und S ein projektives System von étalen
Uberlagerungen aus der Proposition 1.3.3.

Dann ezistiert eine galoissche Uberlagerung Sj — S aus dem projektiven
System S, so daf alle Morphismen u € Morg(g,X) tber S'j mit dem kano-
nischen Morphismus ¢; : S — Sj faktorisieren, d.h. das folgende Diagramm

1st kommutativ:

S X

Insbesondere bilden die galoisschen Uberlagerungen wj aus dem projektiven
System S ein kofinales System.
Fiir galoissche Uberlagerungen S; gilt Morg(S, S;) = Morg(S;,S;) =

Autg(S;), und daher ist:

Autg(g): lim AutS(S’i): lim FSO(S’Z-).
i€l ,gal. i€l ,gal.

Aufgrund der Surjektivitit der Ubergangsmorphismen (F, s ist strikt pro-

darstellbar) ist Autg(S) projektiver Limes endlicher Gruppen und kann also

mit der Struktur einer pro-endlichen Gruppe versehen werden.

Definition 1.3.6. Die pro-endliche Gruppe

TS, 80) == Autg(S) ~ ( lim Fyo(S))”
i€l gal.

heifit étale (oder auch: algebraische) Fundamentalgruppe von S zur Basis .

Wihlt man einen anderen geometrischen Punkt s; : Spec(€)') — S mit
algebraisch abgeschlossenem ', so sind die Faserfunktoren Fy, und Fy iso-
morph zueinander.

Als Fundamentalgruppoid von S definiert man die Kategorie I1;(S), deren
Objekte alle geometrischen Punkte und deren Morphismen die Homomor-

phismen der Faserfunktoren sind. Nach der obigen Vorbemerkung sind also
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alle Morphismen in I1; (S) Isomorphismen, d.h. fiir zwei geometrische Punkte
sp und sj ist
MOIHl(s)(So, 86) = ISO(FSO, Fsé)'

Ein solcher Isomorphismus heifit étaler Weg, und aufgrund der Pro-Darstell-
barkeit der Faserfunktoren ist Moryy, (g)(s0, sy) eine pro-endliche Menge. Die

étale Fundamentalgruppe von S zur Basis sg ist dann
ﬂ'f‘t(S, s0) = Morry, (sy(s0, 80) = Iso(F,, Fy,)-

Nun wird die étale Fundamentalgruppe einer abelschen Varietdt néher

untersucht.

Theorem 1.3.7 (Serre-Lang, [Mum] Chapter IV.18, Theorem).

Sei k ein Korper der Charakteristik null mit algebraischem Abschluf k. Sei
X/k eine abelsche Varietit, Y/k eine k-Varietit (d.h. ein separiertes k-
Schema, das von endlichem Typ und integer ist) und f : Y — X eine étale
Uberlagerunyg.

Dann hat Y die Struktur einer abelschen Varietdt, so daff f eine separable

Isogenie ist.

Da die Isogenien I : A — A fiir Primzahlen [ kofinal in der Menge der

étalen Uberlagerungen sind, erhilt man das folgende Korollar:

Korollar 1.3.8. Sie wie im Theorem k ein Kéorper der Charakteristik null.
Sei A/k eine abelsche Varietit mit Nullschnitt 0, aufgefaft als k-wertiger
Punkt von A. Dann ist die étale Fundamentalgruppe von Az isomorph zum
absoluten Tatemodul von A:

mf{(A;,0) ~ lim A[N](k) ~ [ T1A=TA.

—
N L prim

O

Bemerkung. Das Theorem von Serre-Lang gilt auch fiir abelsche Varieté-
ten iiber einem Korper k der Charakteristik p > 0. In diesem Fall definiert
man analog zur Definition des Tatemoduls in Charakteristik null fiir al-

le Primzahlen [ den [-Tatemodul einer abelschen Varietdt A iiber k& durch
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TiA :=lim A[I"](k*P). Hierbei bedarf es jedoch einer gesonderten Betrach-
tung der Isogenien p™. Mit dieser Definition gilt dann in Analogie zum obigen
Korollar:
i (Ageer,0) ~ [] 1A
[ prim

(siehe hierzu [SGA1] Exposé XI, Théoréme 2.1; [Mum] Chapter IV.18 sowie
[Ge-Mo] Corollary 10.37).

Aufgrund des Korollars werde im folgenden die étale Fundamentalgrup-
pe einer abelschen Varietédt iiber einem separabel abgeschlossenen Koérper

mit dem absoluten Tatemodul identifiziert.

Als weiteres Korollar erhilt man die folgende Anwendung auf [-adische

Kohomologiegruppen:

Korollar 1.3.9 ([Ge-Mo] Corollary 10.39).
Sei A eine abelsche Varietdt tiber einem Kdérper k. Dann hat man fir alle
Primzahlen | # Char(k) Isomorphismen von Z;-Moduln mit stetiger Opera-

tion der absoluten Galoisgruppe von k:

Hy,(Apser, Zy) — Homy, (T} A, 7).

1.4. Konstruktion des Funktors p

Sei A/@p eine abelsche Varietdt mit guter Reduktion, d.h. es existiert ein
abelsches Schema &7 {iber Z, mit generischer Faser A. Da &/ als abelsches
Schema {iber Z, endlich prisentiert ist, existiert nach [EGA] IV3 Proposi-
tion 8.9.1 ein Unterring Ring ox von Z,, der als Z-Algebra von endlichem
Typ ist, sowie ein abelsches Schema &, mit &,, ®o) Zp = /. Dann ist
K = Quot(og) ein lokaler Zahlkdrper, A := o7 ,, ®q, K eine abelsche Va-
rietdt mit guter Reduktion und Néronmodell <7, . Ferner ist Ax® KQp = A.
Wie in der Einleitung werde das maximale Ideal des Bewertungsringes ox
mit mg bezeichnet, und der Bewertungsring von C, werde von nun an le-
diglich mit o bezeichnet. SchlieBlich sei Gx = G(Q,/K) die absolute Ga-

loisgruppe von K.
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Der Basiswechsel von & mit o bzw. von A mit C, werde mit
o= ®z, 0 bzw. Ag, = A ®@, C,
bezeichnet; die Reduktion modulo p" (fiir n € IN) mit
Jan = ®Zp On.

Dabei sei o0, 1= 0/p"0 = Z,/p"Zy.

Die folgende Konstruktion wurde von ANNETTE WERNER und CHRI-
STOPHER DENINGER in [De-Wel] entwickelt. Daf§ diese Konstruktion eine
Verallgemeinerung einer Konstruktion JOHN TATES in [Ta2] ist, wird im 3.
Kapitel dargelegt. Eine Version fiir glatte projektive Kurven iiber C, und
Paralleltransport ist in [De-We2] zu finden.

Zunéchst werden Kategorien von Vektorbiindeln auf &/, und Ag, defi-

niert.

Definition 1.4.1. Es sei %4, die folgende volle Unterkategorie der Kate-
gorie der Vektorbiindel auf dem abelschen Schema .27, /o:

Ein Vektorbiindel & auf .7, ist genau dann ein Objekt in £/, , falls es fiir
jede natiirliche Zahl n > 1 eine natiirliche Zahl N = N(n) > 1 gibt, so daf§
die Reduktion (N*&),, modulo p" des Urbildes von & unter der Multiplika-
tion mit N trivial auf <7, ist.

Die Kategorie # Ac, ist die volle Unterkategorie der Kategorie der Vektor-
biindel auf Ag,, deren Objekte Vektorbiindel E auf Ac, sind, die isomorph
zur generischen Faser &¢, eines Vektorbiindels & aus %, sind. Fortan wer-
de ein solches Vektorbiindel & mit generischer Faser &¢, ~ E als Modell von
FE bezeichnet.

Nun wird ein Funktor
E %’Acp — Repﬁt(A’O)(Cp)

definiert, wobei mit Repﬂis,t( A,O)((Dp) die Kategorie stetiger Darstellungen der

étalen Fundamentalgruppe von A in endlich-dimensionalen C,-Vektorrdumen
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bezeichnet werde.

Seien 0, bzw. 0,, die Nullschnitte der abelschen Schemata o/, bzw. 7,,.
Fiir ein Vektorbiindel & auf &7, vom Rang r sei &, := 0%,&, aufgefat als
freier 0-Modul vom Rang r und &, := 0;,&, aufgefait als freier o,-Modul
vom Rang r. Versieht man die Moduln &, mit der diskreten Topologie, so

gilt &, = lim &, als topologische o-Moduln.

Sei nun & ein Objekt aus %A, und n > 1 eine natiirliche Zahl. Per
definitionem existiert eine natiirliche Zahl N > 1, so da8 (N*&),, trivial auf
oy ist, dh. (N*E), = (O, )%°.

Da der Strukturmorphismus A : o/, — Spec(o0) eigentlich und flach mit
geometrisch integren Fasern ist und die Basis Spec(o) lokal noethersch ist,
gilt nach [EGA] III; Proposition 7.8.6 und Corollaire 7.8.8 die Isomorphie
A0 o7, = Ogpec(o) universell, d.h. diese Gleichung ist stabil unter beliebigem
Basiswechsel. Daher kann I'(e7,,, 0 oy, als freier 0,-Modul aufgefait werden:

Ny, Ou,) = O, (n) = O, (Spec(oy)) = 0y,
Somit ist die Bildung des Urbildes durch 0,:

O

(A, (N*E),) = T'(Spec(oy,),05N*&,) = T(Spec(on), (N 00,) &)
= T'(Spec(0,),0,6 )

n

ein Isomorphismus freier o,-Moduln.

Zudem operiert die Gruppe der N-Torsionspunkte A[N](Q,) = «[N](Z,)
durch Translation auf I'(«7,,, (N*&)y,).

Insgesamt erhélt man fiir jedes n > 1 eine Darstellung
pem 1" (A,0) = TA 25 AIN)(@,) = Auto, (D(n, (N*E)5)) <2 Auto, (£,),
wobei mit kan die kanonische Projektion und mit 7' die Operation der N-

Torsionspunkte durch Translation auf dem modulo p" reduzierten Modell

bezeichnet werde.
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Das folgende Lemma zeigt, dafl die Konstruktion der Darstellungen pg ,,
unabhéingig von der Wahl der natiirlichen Zahl N = N(n) aus der Definition
der Kategorie &/, ist:

Lemma 1.4.2 ([De-Wel] Lemma 1, Seite 104).

Fiir ein Vektorbindel & aus der Kategorie % ., sind die soeben definierten
Darstellungen pe,, unabhingig von der Wahl der natiirlichen Zahl N mit
(N*EVp == (O, )KC.

Durch Komposition mit den natirlichen Projektionen
AutUn+1 (éaon+1 ) I Auton (éaon)

bilden sie ein projektives System.

Das Lemma zeigt zudem, dafli man nun eine Darstellung
pe A, 0) — Auto(&0,,)

als projektiven Limes pgs = mn p& n der Darstellungen pgs ,, definieren kann.
Da fiir jedes m die Darstellungen pg , iiber einen endlichen Quotienten
von 7$'(A,0) = TA faktorisieren, ist die Darstellung pg stetig, wenn man
Auto(&o,,) ~ GLike(0) mit der durch o induzierten Topologie versieht.
Zudem erhilt man fiir einen Morphismus f : & — & in B, und n > 1
eine o,-lineare Abbildung auf den Fasern 0y, f : &, — & f)n, die dquivariant
unter der durch pg, und pg ,, definierten 7t (A, 0)-Operation ist. Daher
wird durch die Zuordnung & +— pg ein Funktor definiert:

p: By — Rep e g0)(0), (1.2)

wobei mit Repﬁéc( A’O)(o) die Kategorie stetiger Darstellungen der étalen
Fundamentalgruppe von A in freien o-Moduln endlichen Ranges bezeichnet
werde. Dieser Funktor wird im folgenden bisweilen auch als ganzzahliger

Funktor bezeichnet.

Bemerkung. Fiir Vektorbiindel & aus der Kategorie %/, , deren Reduktion
modulo p” trivial ist, d.h. &, ~ (€, )'*¢, folgt, daBl die durch pe.n definier-

te Operation von 7$'(A,0) auf &, trivial ist (man wihle N = 1, dann ist
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A[N](Q,) = 0). Insbesondere ist fiir triviale Vektorbiindel aus der Kategorie
By, die durch ps definierte Operation der étalen Fundamentalgruppe auf

Q’@Od trivial.

Man betrachte nun ein Vektorbiindel E auf der abelschen Varietit A@p
in der Kategorie 4 Acy> und es sei 0 = 0, ® C, der Nullschnitt von Ag,.
Wie oben sei Ey der rk(E)-dimensionale Cp,-Vektorraum 0*E.

Mit Hilfe des in (1.2) definierten Funktors kann man nun F in folgender

Weise eine stetige Cp-lineare Darstellung zuordnen:
pE (A, 0) — Autg, (Ep), pE = ps ®o Cy.

Dabei sei & ein Modell von E aus %, . In [De-Wel] (Seiten 105 - 106) wird
gezeigt, dal diese Zuordnung wohldefiniert ist, daf3 also fiir zwei Vektorbiin-
del & und & aus 4.,,, deren generische Fasern beide isomorph zu E sind,

gilt: pe ®o Cp >~ per ®@g Cp.
Entsprechend kann man fiir jeden beliebigen geometrischen Punkt x €
A(Cp) und Vektorbiindel E' aus %4, Darstellungen definieren:
PE w‘ft(A, x) —>Aut@p (Ey),

wobei man E, := x*E als C,-Vektorraum auffasse.

Die obige Konstruktion von Darstellungen zu Vektorbiindeln hat die fol-

genden Eigenschaften:

Theorem 1.4.3 ([De-Wel] Theorem 1, Seite 106).

1. Die Kategorie '@A@p ist abgeschlossen unter direkten Summen, Tensor-
produkten, Dualisieren, inneren Homomorphismen und duferen Pro-
dukten. Zudem ist die Kategorie abgeschlossen unter Erweiterungen,

d.h. sind fiir eine kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln auf Ac,
0—FE —E-—E"—0

die Biindel E' und E" in der Kategorie Pag,, so auch E.
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. Die Kategorie *@Acp enthdlt alle Geradenbiindel, die algebraisch dqui-

valent zu null sind. Fiir jedes Vektorbiindel in %Acp ist das Determi-

nantenbiindel algebraisch dquivalent zu null.

. Die obige Konstruktion

p: %A@p - Repﬁft(A,o)(Cp)a E v pg

definiert einen additiven exakten Funktor. Dieser kommutiert mit Ten-
sorprodukten, Dualisierungen, inneren Homomorphismen und dufleren
Produkten.

. Sei f: A — A ein Homomorphismus abelscher Varietdten iiber @p mat

guter Reduktion. Dann induziert die Bildung des Urbildes von Vektor-

biindeln unter f einen additiven exakten Funktor
f*:‘@A:Dp—M@Acpu El’_)f*El7

der mit Tensorprodukten, Dualisierungen, inneren Homomorphismen
und duferen Produkten (bis auf kanonische Identifikationen) vertrdg-
lich ist. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

B a; I # Acy,

Cp

/| i”

Repr a1, (Cp) — Repraa,0)(Cp),

wobet F' der durch die Komposition mit
ét _ Tf I _étral o

induzierte Funktor ist.

Seinun Gg = G (@p /K) die absolute Galoisgruppe. Diese operiert sowohl

auf TA = 7¢*( A, 0) als auch auf C,,. Hieraus erhlt man eine Galoisoperation

auf der Kategorie Repﬂiat( A,o)(Cp) in folgender Weise. Sei V ein endlich-
dimensionaler Cp-Vektorraum und o € Gg. Mit °V = V ®¢,, C, werde

der Vektorraum V' mit Skalarmultiplikation a - v := o(a)v (v € Cp, v € V)
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bezeichnet, und es sei ¢ : V — ?V die natiirliche o-lineare Abbildung. Fiir
eine Darstellung ¢ : TA = 7§'(A,0) — Autg, (V) sei 0. die folgende
Darstellung:

oup: TAZST A Autg, (V) <5 Aute, (7V), (1.3)

wobei ¢,(f) = oo foo™! fiir einen Automorphismus f € Aute, (V) sei.
Fiir ein Vektorbiindel E aus der Kategorie Ac, und o € G sei 7 E definiert

durch das cartesische Diagramm:

E:=F XSpec(Cp),Spec(a) SpeC(Cp) — SPGC(CP)

l lSpec(o)

E Spec(C,).

Dann ist 7 E wieder ein Objekt in % Ac,-

Die folgende Proposition zeigt nun, dafl der Funktor p dquivariant unter

der Operation der Galoisgruppe ist.

Proposition 1.4.4 ([De-Wel] Proposition 1, Seite 108).

Fiir jedes o € Gk ist das folgende Diagramm kommutativ:

%ACP 4p> Repwft(A’O) (Cp)

%ACP Hp Repﬂ.lét(AD) ((Dp),

wobei der Funktor g, ein Vektorbindel E auf °E abbildet.
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2. GewoOhnliche abelsche Varietiaten

In diesem Kapitel wird gezeigt, dafl der Funktor p, der einem Vektorbiindel
der Kategorie Ac, eine p-adische Darstellung der étalen Fundamentalgrup-
pe zuordnet, volltreu ist, falls die abelsche Varietéit gewchnliche Reduktion
hat. Es stellt sich heraus, dafl bei gewthnlicher Reduktion schon der ganz-
zahlige Funktor

p: By — Rep e g0)(0)

volltreu ist.

Desweiteren wird gezeigt, daf3 speziell bei abelschen Varietdten, die durch
kanonische Liftung einer gewthnlichen abelschen Varietét iiber dem Rest-
klassenkorper entstehen, nur ein Teil der étalen Fundamentalgruppe nicht-

trivial operiert.

Sei zunéchst Ag/k eine abelsche Varietét iiber einem vollkommenen Koér-
per k der Charakteristik p > 0. Dann ist die zugehorige p-Barsotti-Tate-
Gruppe Ao (p) von der Hohe ht(Ap(p)) = 2dim Ag. Da der Korper k positive
Charakteristik hat, gilt nach Korollar 1.2.6, daB Ag(p)**~¢* = 0 ist, und
somit 148t sich Ag(p) wie folgt zerlegen (vgl. Seite 14):

Ag(p) = Ao(p)° % @ Ao (p)~*" @ Ag(p)*~°,

wobei aus Dualitétsgriinden ht(Ag(p)®~) = ht(Ag(p)®*~°) gilt. Die na-
tiirliche Zahl ht(Ag(p)**~°) heiBt der p-Rang von Ag, und es gilt wegen
2ht(Ag(p)¢*0) + ht(Ag(p)°~0) = 2dim Ag:

0 < ht(Ag(p)*~°) < dim A

Der p-Rang von Ay 148t sich auch als Grad einer Isogenie charakteri-

sieren. Man betrachte dazu den relativen Frobeniusmorphismus Fy /;,, der

31
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durch das folgende kommutative Diagramm definiert wird:

Ag

Spec(k) > Spec(k)

Dabei sei das rechte untere Diagramm cartesisch (d.h. A(()p )= Ao XSpec(k), F
Spec(k)), A der Strukturmorphismus von Ay und Fj, bzw. F4, der absolute
Frobeniusmorphismus auf Spec(k) bzw. auf Ay. Dann existiert ein Morphis-

mus abelscher Varietéiten
VAo/k : A(()p) —>A0,

so daB fiir die p-Multiplikation auf Ag gilt: [pla, = Va,/x © Fa,/k- Dieser
wird als Verschiebung bezeichnet. Der relative Frobeniusmorphismus Fy /j,
ist eine rein inseparable Isogenie! vom Grad pd™A4o (siche [Ge-Mo] Propo-
diInA() (

sition 5.15), und die Verschiebung ist eine Isogenie vom Grad p siehe

[Ge-Mo] Proposition 5.20).

Nach [Ge-Mo| Proposition 5.21 kann man die p-Multiplikation in folgen-

der Weise faktorisieren:

F ~
[pla, : Ao 208 A®) P, g k2, g (2.1)

wobei A eine abelsche Varietiit iiber k sei, hioF' Ao/ Tein inseparabel ist und
hy eine separable Isogenie ist. Dann hat die Isogenie hy den Grad p™» 4o,
wobei rk;, Ag der p-Rang von Ay sei (vgl. hierzu [Ge-Mo| Chapter V, niheres
iiber den Frobeniusmorphismus und die Verschiebung ist in [SGA3.I] Exposé

VIIy, §4 zu finden).

'Ein Morphismus f : X — Y von Schemata ist rein inseparabel, wenn f auf den zu-
grundeliegenden Mengen injektiv ist und fiir alle € X die Restklassenkorpererweiterung
k(z)/k(f(z)) rein inseparabel ist (vgl. [EGA] I Proposition 3.7.1).



Gewohnliche abelsche Varietaten 33

Lemma 2.0.5. Sei Ayg/k eine abelsche Varietdt iber einem vollkommenen

Korper k der Charakteristik p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der p-Rang von Ag ist mazximal, d.h. ht(Ag(p)¥~0) = dim Ay, d.h.
Ao(p) = Ao(p)° =" & Ao(p) "

2. Es gilt: Ag[p](k5P) ~ (Z/pZ)3™ Ao,
3. Die abelsche Varietit Ag ® k°P hat keine ay,y- Untergruppen.
4. Die Verschiebung Vg, i, : A(()p) — Ag ist eine separable Isogenie.

5. Der durch den relativen Frobeniusmorphismus Fy, . induzierte k- Vek-

torraumhomomorphismus

Flom HY (AP, 6 ,0) — H' (Ao, O 4,)

Aép)
ist injektiv (und damit bijektiv).

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen 1 bis 3 folgt sofort aus der Struktur
endlicher flacher Gruppenschemata vom Rang p iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper (vgl. Proposition 1.2.9, Seite 15).

Fiir die Aquivalenz der ersten Aussage mit der vierten beachte man die Zer-
legung (2.1) der Isogenie [p]a, = Va, k0 Fay/k = haoh10Fy, k- Da der Grad
der Isogenie [p], gleich p? dim 4o jst  der des Frobeniusmorphismus pdim 4o
ist und die separable Isogenie ho den Grad p'k» 40 hat, ist der p-Rang von
Ap genau dann maximal, wenn Vy 5 = hg ist, d.h. die Verschiebung eine
separable Isogenie ist.

Fiir die Aquivalenz der ersten mit der fiinften Aussage betrachte man die
durch den absoluten Frobeniusmorphismus F4, induzierten p-linearen Ho-
momorphismus F7} HY(Ag, O a,) — H (Ag, O ).

Nach [BLR]| Chapter 8.4, Theorem 1 erhilt man einen Isomorphismus
Lie Pic%o/k -2, HY(Ag, O 4,), und nach [Mum] Chapter II1.15, Theorem 3
entspricht F7 = der p-Potenzierung? in Lie Pic?40 Ik und die Dimension des

halbeinfachen Anteils von H!(Ag, & 4,) beziiglich I, ist gerade der p-Rang

?Diese wird auch als Hasse- Witt- Abbildung bezeichnet. Niheres hierzu findet sich in
[Sel] Abschnitt 9.
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von Ag. Daher ist die Maximalitéit des p-Ranges von Ag dquivalent zu der
Injektivitat des p-linearen Homomorphismus FZO, und diese ist dquivalent

zur Injektivitat des linearen Homomorphismus FZO Ik O

Definition 2.0.6. Eine abelsche Varietdt Ag/k, die die dquivalenten Be-
dingungen des Lemmas erfiillt, heifit gewdhnliche abelsche Varietdt.

Eine abelsche Varietidt A/K iiber einem lokalen Zahlkérper K/Q, mit gu-
ter Reduktion hat gewdhnliche Reduktion, falls die Reduktion modulo dem
maximalen Ideal mg des Néronmodells von A eine gewhnliche abelsche Va-
rietdt iiber dem Restklassenkorper  ist.

Im Abschnitt (1.4) wurde gezeigt, dafl jede abelsche Varietét A /Qp mit guter
Reduktion schon iiber einem lokalen Zahlkorper definiert ist. Dies erlaubt

es einem, auch in diesem Fall gew6hnliche Reduktion zu definieren.

2.1. Der Funktor p ist volltreu

Die Proposition 30 in [De-We2] besagt, dafl der Funktor p treu ist. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, daf§ fiir abelsche Varietéiten A/Qp mit gewoOhnlicher
Reduktion und Modell & Z, der ganzzahlige Funktor

p: By — Rep e g0)(0)

volltreu ist, d.h. fiir Vektorbiindel & und &” aus der Kategorie A, induziert

der Funktor p Gruppenisomorphismen
Hom(éa, éa/) — Homﬁt(A,O)(@@O? ‘9@,0)7

wobei mit 0 der Nullschnitt des abelschen Schemas 47, bezeichnet werde.

Sei A/Qp eine abelsche Varietdt mit guter Reduktion und Modell
o |7.,,. Wie im Abschnitt (1.4) gezeigt, existiert dann eine abelsche Varie-
tét A iiber einem lokalen Zahlkorper K/ Q, mit Néronmodell &, , so daf
Ag @k Q, = A sowie &, ®o, 0 = & ist. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1
sei abkiirzend 0(,,) := 0 /p"ok sowie o, := 0/p"0, wobei wie schon zuvor o

der Ganzheitsring von C,, sei. Wie schon bei der Konstruktion des Funktors
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p werde fiir eine natiirliche Zahl n > 1 mit &/, := & ®7, On die Reduktion
modulo p™ der Basiserweiterung mit dem Ring o der ganzen Zahlen von C,
bezeichnet. Ferner sei & (,,) := & o ®o 0(y,) die Reduktion modulo p" iiber
dem Ganzheitsring des lokalen Kérpers K. Da Z,, flach iiber oy ist und fiir
das maximale Ideal myg von ox gilt: Zp #* meK, ist Zp treuflach tiber of.
Nach [Bou] Chapitre II, §3.4, Proposition 5 ist dann auch o, = Z,/p"Z,
treuflach iiber o(,). Daher erhilt man insbesondere fiir n = 1 durch flachen

Basiswechsel einen flachen Morphismus
f : 4271 — 427(1)

Ferner werde mit &7, := &,,. @, k die Reduktion modulo dem maximalen
Ideal mg von ok bezeichnet, wobei k := ox /my der Restklassenkorper von

0K sei.

Der ganzzahlige Funktor p : £, — Repﬁt ( A,o)(o) induziert einen Ho-

momorphismus von 0;-Moduln:
©1: Eth(ﬁﬁfl, ﬁ%l) — EXt}rft(A,O)(ol’ 01).
Dieser bildet die durch eine kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln auf
YA
(#1] 0— 0Oy, — F1— Oy, —0
definierte Klasse [#1] € Ext!(0,, 0.;,) auf die durch die exakte Sequenz
von 7*(A, 0)-Moduln
[Z#0,) 0— 01— Fg, — 01 —0

definierte Klasse [#,] € Ethlrft(A,o)(ol’ 01) ab.

In dem Beweis des Theorems 1 (i) aus [De-Wel] wird fiir Erweiterungen
(71] € ExtN (O, 0y,) = H (1, 0,,) gezeigt, daB p*F1 ~ 67, trivi-
al ist, denn nach [BLR] Chapter 8.4, Theorem 1 erhélt man das folgende

kommutative Diagramm:
H(e/1,0.,) ——H"(/1,0.,)

| I

. -0 . -0
Lie Plcﬂl/01 Ty Lie Pl(:@ﬁ/01 ,
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und die Abbildung Liep ist die Multiplikation mit p in der o0;-Lie-Algebra
Lie Picg{1 Jor> also die Nullabbildung.

Fiir Erweiterungen [F ()] € Extl(ﬁd(l), @W’(l)) und [Z,] € ExtY(O ., 0..)
folgt mit demselben Argument, dafi die Vektorbiindel p*.7 ;) und p*#  tri-
vial sind. Daher kann man analog zur Konstruktion des Funktors p (siche
(1.4), Seite 25) auf iiber o(;y bzw. iiber & definierten Vektorbiindeln, die
durch Erweiterung mit trivialen Biindeln entstehen, eine Operation der éta-

len Fundamentalgruppe definieren.

Man betrachte zunichst Erweiterungen [F )] € Extl(ﬁ%m,ﬁ%(l)).
Da A[p] ein endliches Gruppenschema ist, kann man ohne Einschrinkung
den Zahlkorper K, iiber dem A definiert ist, so grofl wéihlen, dafl so-
wohl A[p](Q,) = A[p](K) gilt als auch fiir den Restklassenkorper « gilt:
o [p|(R) = &/ [p|(k). Dann wird in Analogie zur Konstruktion des Funk-

tors p eine Darstellung in folgender Weise definiert:
kan = T * via
Py " TA S A[p](Qp) HAuto(l) (F(sz(l),p ﬁ(l))) ﬁAuto(l)(ﬁo(l)),
e

wobei mit kan die kanonische Projektion und mit T die Operation der p-

Torsionspunkte A[p|(Q,) = A[p](K) = #/[p](0ok) durch Translation und mit
O(1) der Nullschnitt von & () bezeichnet werde. Auf o) operiere die Fun-
damentalgruppe trivial. Dann ist diese Darstellung mit der urspriinglichen
Darstellung fiir Vektorbiindel aus %, vertrdglich. Zudem erhélt man in

Analogie zu 1 einen Homomorphismus von o(;)-Moduln:
®a) - Extl(ﬁﬂ(l), ﬁﬂ(l)) — EXtir‘f“(A,O)(o(l)’ 0(1))-
Da o; treuflach {iber o(y) ist, gilt das folgende Lemma:
Lemma 2.1.1. Der Homomorphismus
EXt;rft(A,O)(o(l)’ 0(1)) ®opy) 01 — EXt}rf‘(A,O)(Ol’ 01)

von 01-Moduln ist injektiv.
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Beweis. Sei
g
0— 0(1) — 90(” — 0(1) —0
eine exakte Sequenz von 75t (A, 0)-Moduln, die nach Tensorieren mit o0q trivi-
al in EXt}rf‘(A,O)(ol’ 01) ist, d.h. es existiert eine 7$'(A, 0)-fiquivariante Spal-
tung von g®id,, . Da 7{*( A, 0) trivial auf 0; operiert, ist dies gleichbedeutend
damit, daf die von g ® id,, auf den Fixmoduln induzierte Abbildung

g® ido1 : (90(1) ®0(1) ol)ﬂ(ft(Ayo) — 01

surjektiv ist.
Zudem ist (F o, ®o,, 01)™1"(A0) = (9’0(1))#1%(14,0) ®oy, 01
Fiir v € 7{"(4, 0) erhilt man zunéchst die exakte Sequenz von o(;)-Moduln

1—y
0 (%uﬂ” Eﬁom 9\0(1)‘

Da o0y flach iiber o) ist, bleibt die Sequenz nach Tensorieren mit 0; exakt,
und daher gilt:

("@0(1))’y Qo) 01 = (LO}O(U Qo) 01)7.
Nach Konstruktion ist die Operation von 7*(A, 0) auf .# 0y durch die Ope-
ration der p-Torsionspunkte A[p](Q,) definiert. Daher kann man den Fix-

modul von % 01, unter der Operation der étalen Fundamentalgruppe als

endlichen Durchschnitt beschreiben:

(1))#1%(1470) = ﬂ (90(1))7-
YeA[P|(Q,)

(Zo

Da Tensorieren mit 01 wieder aufgrund der Flachheit endliche Durchschnitte

respektiert, folgt schliefilich das Gewiinschte:

ét
(Fou) ®ogy 00) 0 = (] (P, By, 01)7 =
YEAPI(Q,)
ﬂ (Fo)" By 01 = (yo(l))w?(A,O) Bog) 01-
YEAPI(Q,)

Daher folgt aufgrund der Treuflachheit von o; {iber o), daf die von g in-

duzierte Abbildung

g: (90(1))ﬁt(’4’0) —0())
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surjektiv ist. Da 7§*(A, 0) auch auf 0(1) trivial operiert, folgt hieraus schlief3-
lich die Existenz einer ﬁt(A, 0)-dquivarianten Spaltung von g und damit die

gewiinschte Injektivitat des 0;-Modulhomomorphismus. O

Nun betrachte man Erweiterungen [#,] € Ext!(€.,,0..). Nach
[EGA] IV, Proposition 18.3.2 ist der Funktor B — B ®,, k eine Kategori-
endquivalenz der Kategorie endlicher, étaler ox-Algebren mit der Kategorie
endlicher, étaler k-Algebren. Angewandt auf die étalen Komponenten der
p-Teilungspunkte der Schemata &7 ,, und 7, folgt hieraus, dafl die Reduk-
tionsabbildung

o g o] — )
surjektiv ist. Aufgrund der Struktur endlicher flacher Guppenschemata
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper positiver Charakteristik gilt:
. pl(R) = Z%[p](F), und man erhilt das folgende kommutative Dia-
gramm:

A o [P)(Zp) —

A g [N (Zy) — o L[p
Es existiert also eine surjektive Abbildung
TA — Apl(Q,) = [pl(Zy) — o [p)(R). (2.2)

Daher erhilt man aufgrund der Voraussetzung 7, [p](kK) = < «[p](k) auch
hier eine Darstellung der Fundamentalgruppe:

pz. : TA — o . [p|(F) — Aut, (T( s, p*F 1)) ;—la>Aut (Fo.),

wobei mit 0, der Nullschnitt von o7, bezeichnet werde. Auf k operiere
7% (A, 0) trivial. Auch diese Definition ist mit der obigen vertriiglich, d.h. es
ist P(F 1y8r) = PF ) Bogyy - Wie oben wird durch p#, dann ein Homomor-

phismus von k-Vektorrdumen definiert:
«Ext (O, , 0., ) — BExt! et(Ao)( K).

Fiir die beiden nachfolgenden Lemmata wird ein Resultat aus der De-
scenttheorie benotigt, an das hier erinnert sei. Eine Einfithrung in diese
Theorie ist in [BLR] Chapter 6 zu finden.
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Theorem 2.1.2 ([SGA1] Exposé VIII, Théoreme 1.1; [BLR] Chapter 6.1,
Theorem 4).

Sei g : 8" — S ein treuflacher, quasikompakter Morphismus von Schemata.
Dann ist der Funktor % +— g*% eine Kategoriendquivalenz der Kategorie
quasikohdrenter O s-Moduln mit der Kategorie quasikohdrenter € g:-Moduln

mit Descentdatum.

Insbesondere erhilt man fiir galoissche étale Uberlagerungen die folgende

Anwendung.

Proposition 2.1.3 ([FGA] 190-22, Exemple 1 (Weil); ein Beweis ist in
[BLR] Chapter 6.2, Example B zu finden).

Sei S'/S eine galoissche étale Uberlagerung mit Galoisgruppe T'. Dann ent-
spricht ein Descentdatum auf einer quasikohdrenten O g-Modulgarbe .F' ei-
ner Darstellung von T’ auf F', die mit der Operation von I auf S’ vertriglich

18t.

Zudem ist fiir das nachfolgende Lemma ein Basiswechselsatz fiir abelsche
Schemata vonnéten, fiir den der Begriff der kohomologischen Flachheit in

der Dimension 1 gebraucht wird.

Proposition 2.1.4 (vgl. [EGA] III; Corollaire 7.8.9). Sei S lokal noethersch
und ™ : X — S ein eigentlicher, flacher Morphismus mit geometrisch in-
tegren Fasern. Dann existiert ein bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
bestimmter kohdrenter Os-Modul 21 mit folgender Eigenschaft:

Fiir jeden quasikohdrenten €0 g-Modul 4 hat man einen in A funktoriellen

Isomorphismus

R mor* ll ~ Homg (2", ).

Definition 2.1.5. Ein eigentlicher, flacher Morphismus 7 : X — S mit geo-
metrisch integren Fasern und lokal noetherschem Schema S heifit kohomolo-
gisch flach in der Dimension 1, wenn der &g-Modul 2! aus der Proposition

lokal frei ist.

Proposition 2.1.6. Sei S lokal noethersch und m : X — S ein abelsches
Schema. Dann ist m kohomologisch flach in der Dimension 1, und daher ist

R 1.0 x lokal frei und kommutiert mit beliebigem Basiswechsel.
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Beuweisskizze (nach dem zweiten Teil der Vorlesung [Tam?2]).

Es sei 2! der kohirente ¢'s-Modul aus der obigen Proposition. Man be-
trachte den dualen Funktor X sowie den relativen Picardfunktor Picx/s
(ndheres hierzu findet sich im Abschnitt 3.2.1 auf Seite 55). Da die Inklu-

sion X — Pic x/s durch eine offene Immersion darstellbar ist, erhélt man

~

eine Isomorphie der Gruppenfunktoren Lie(X) ~ Lie(Picx/g). Zudem kann
man zeigen, dafl der S-Gruppenfunktor Lie(Picx,/g) durch den linearen Fa-
serraum V(2') darstellbar ist. Da X /S formal glatt ist, gilt dies auch fiir
Lie(X), also auch fiir V(2')/S. Daher ist 2" lokal frei. Die Vertauschbarkeit

mit beliebigem Basiswechsel folgt nach allgemeiner Basiswechseltheorie. [

Damit 148t sich nun das folgende Lemma fiir abelsche Varietéiten mit

gewOhnlicher Reduktion beweisen:

Lemma 2.1.7. Se: A/@p eine abelsche Varietdt mit gewohnlicher Reduktion
und Modell o |Z.,. Dann ist der durch p induzierte Homomorphismus

Q: Extl(ﬁdl, ﬁdl) — EXt}rf’t(Ap)(ol) 01)
injektiv.
Beweis. Durch flachen Basiswechsel erhélt man die Isomorphie:
Hl(fd(l)y ﬁ%(l)) ®0(1) 01 >~ Hl ('Q{l’ ﬁéz{l)?

und wegen Extl(ﬁrgg(l), ﬁp{(l)) ~ Hl(%(l), ﬁﬂm) sowie Extl(ﬁdl, Ou,)~
HY(e/1,0,,) folgt:

Eth(ﬁﬂ(l>7 ﬁ{gj<l>) ®g(1> 01~ Eth(ﬁﬂl, ﬁ{yjl)

Da o; treuflach iiber o) ist, folgt nach Lemma 2.1.1 iiber o), daf} die
folgende Abbildung injektiv ist:

Exty, (4.0 (01),01)) ®ogy 01 = Extr 40)(01,01).

Daher geniigt es, wieder aufgrund der Flachheit, die Injektivitdt der o(;)-
linearen Abbildung

P@) - Eth(ﬁy{(l), ﬁ%(l)) — Ethlrft(A,O) (0(1)7 0(1))
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zu zeigen. Die beiden o(;)-Moduln aus der Abbildung ;) sind nach [EGA]
ITI; Corollaire 3.2.3 endlich erzeugt, da der Ganzheitsring ox noethersch
ist. Der Modul auf der linken Seite ist nach Proposition 2.1.6 ein freier o(y)-

Modul, und es gilt ebenfalls nach Proposition 2.1.6:

Eth(ﬁﬂ(l)v ﬁﬂu)) ®0(1> R = Hl(%u% ﬁﬁf(l)) ®0(1) K
~HY (A, Op.) ~ Exti Oy ,04).

Fiir den freien o()-Modul auf der rechten Seite erhélt man:

EXt:r?t(A,O)(O(l)vo(l))®0(1) ko~ Homg, (TpA,00)) @0, &

o~ HomZp(Z]%dimA, 0(1)) ®opyy K =

© 2dimA 1
~ K o~ Ethft(Ap)(“’”)'

Daher geniigt es nach dem Lemma von Nayakama (siehe [Bou] Chapitre II,

§3.2, Proposition 6), die Injektivitdt der k-linearen Abbildung
on ExtY (0., 04.)— Ext}r(ft(AO)(li, K)

zu zeigen. Sei also [#,] € Ext! (0, ,0,,.) eine Erweiterung, die durch

A,O)(H, k) abgebildet wird, d.h. die
2

Fundamentalgruppe operiert trivial auf dem s-Vektorraum %, ~ k~.

@y auf die triviale Erweiterung in Ext}rét (
1

Betrachte nun das folgende kommutative Diagramm:

o L )

[p]l AE/K

A y;

Da nach Voraussetzung 7, eine gewohnliche abelsche Varietét ist, folgt
nach Lemma 2.0.5, daB F7, /n injektiv ist. Also ist aufgrund der Trivialitét
von p*F . = (Vi w0 Foy yi)* F e = ;{N/H(V;K/Hﬁﬁ) das Vektorbiindel
o /Rﬁ « auf &) trivial. Ebenfalls nach Lemma 2.0.5 folgt, daB die Ver-
schiebung V,,, /. eine separable Isogenie, also insbesondere eine galoissche
étale Uberlagerung mit Galoisgruppe ker(Vy, /i) ist.
Da [#)] durch ¢, nach Voraussetzung auf die triviale Erweiterung in
Ext}rtlét

(A,0) (k, k) abgebildet wird, operiert nach Konstruktion der Darstellung
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pz,. aufgrund der Surjektivitdt der Abbildung (2.2) die Gruppe 7 ,[p|(R)
durch Translation trivial auf I'(«7, p*.% ). Weil der Frobeniusmorphismus
rein inseparabel ist, folgt hieraus, da ker(V,,, /.)(%) durch Translation tri-
vial auf T'(«7/P), V. /Hﬂ «) operiert. Da nach Voraussetzung < P)[p](%) =
/' P)[p](k) gilt, operiert die Galoisgruppe ker(V,,_ /i) trivial auf dem trivia-
len Vektorbiindel V7, % ,. Durch Galoisdescent (Proposition 2.1.3) folgt
dann, dal .#  trivial auf <7, ist, woraus die Injektivitét von ¢, folgt. Damit
ist das Lemma bewiesen.

O

Die folgenden beiden Lemmata zeigen hinreichende Bedingungen dafiir,

dafl der Funktor p volltreu ist.

Lemma 2.1.8. Der Funktor
p: %%0 e Repwft(A’O) (0)

st volltreu, falls fir alle Vektorbiindel & aus XB., mit trivialer Reduktion
E1=E @01~ 0% gilt:
Hom (O, ,&) — Hom, ¢4 ¢)(0,&0).
via p 15
Beweis. Um zu zeigen, daf} p volltreu ist, geniigt es zunéchst zu zeigen, dafl

fiir alle & aus %, der Homomorphismus
Hom(0 ,, &) — Hom, (4 ) (0, 60) (2.3)

ein Isomorphismus ist, denn fiir ein Vektorbiindel & aus 8., ist Hom(&”, &)
kanonisch isomorph zu Hom (0 o, , & Q¢ oy & V), und nach Theorem 1.4.3 ist
die Kategorie %, abgeschlossen unter Dualisierung und Tensorproduktbil-
dung.

Sei nun & aus % ,. Nach Konstruktion existiert eine natiirliche Zahl
N :=N(1) > 1 mit (N*&); ~ 6’21;1"0 Fiir die abelsche Varietéit A/Q, ist die
N-Multiplikation

Ny : Aoben =A —>A7 NA(Ooben) =0
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eine separable Isogenie, also eine galoissche étale Uberlagerung mit Galois-

gruppe A[N](Qp).
Auf o7, hingegen ist die Isogenie

Ny %o,oben = — A, N(Ooben) =0

o

im allgemeinen nicht étale?, jedoch stets eine fppf-Uberlagerung, und man

hat die folgende exakte Sequenz von fppf-Garben:
0 — o 5.0ben[N] — . 0ben s g —0.
Daher erhélt man einen Isomorphismus von &7 ,-Schemata:
A o[N] X oy & o.0ben — A 0.0ben X oty A o.0ben-

In Analogie zum Galoisdescent kann man zeigen, dafl durch diese Operati-
on des Gruppenschemas o7 ohen [INV]| auf 7, open €in Descentdatum definiert

wird,* so da8 man insbesondere den folgenden Gruppenisomorphimus erhilt:

Hom(O,, &) ~s[Hom(O .y, , ., N*&)]7 N,
Durch den Funktor p werden Morphismen aus [Hom(& ., .., N*& )] o IV]

auf Morphismen aus [Homﬂ;\t( AvpenOoben) (01 € 0)]7°N(®) abgebildet. Wegen
o o[N)(0) = [N)(Zy) = A[N|(Q,) und 7{"(Agben; Ooben) /AIN](Q,) =~

7$4(A,0) ist die Gruppe [Homﬂflst(A )(o,é”o)]”"w}(”) isomorph zu

oben>Uoben

Homﬂ?t(A,O) (U, éa())

Daher folgt aus der Voraussetzung

Hom(ﬁ&{o ,oben N*(go) - Homﬂ'?t (Aoben,ooben) (0’ N*goobetx)

die gewiinschte Isomorphie:

[Hom(& o7, oben; N*&)| e V] [Homwft(Aoben,Ooben) (0,&0)]7 [N)(e)
! | fppf-Descent TZ
Hom(ﬁm/a ) éo) Homwft(A,O)(ov go)

3Sie ist genau dann étale, wenn p nicht N teilt.
4Dies ist ein Spezialfall eines Descents durch endliche, treuflache Morphismen, wie er

etwa in [FGA] 190-22, Abschnitt B.3 dargestellt ist. Um dies zu beweisen, kann man den
in [BLR] Chapter 6.2, Example B fiir Galoisdescent aufgefithrten Beweis auf diesen Fall

iibertragen.
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Damit das Lemma bewiesen. O

Das folgende Lemma ermdoglicht es einem, per Induktion zu zeigen, daf

der Funktor im Falle gewohnlicher Reduktion volltreu ist.

Lemma 2.1.9. Der Funktor
p: By, — Repﬂft(Am(o)

ist volltreu, falls fiir alle n € IN\{0} und alle Vektorbindel & aus B, mit
&1~ ﬁ’g}lE gilt:

HOm(ﬁﬂ

n?

En) — Homﬂ{:t(AO)(on, &,,)-
Dabei wird der obige Gruppenhomomorphismus durch p, induziert.
Beweis. Es gelte fiir alle n € IN\{0}:

Hom(O .y, , &) — Hom 44 0 (0, &o,)-

Da der Strukturmorphismus A : &/, — Spec(o) von endlichem Typ iiber o
ist, folgt nach [Ul] Proposition 1.6, dafl die Strukturgarbe &, kohérent ist.
Daher ist auch der lokal freie &,/ -Modul & kohérent. Nach [Ul] Lemmata
3.2 und 3.4 ist & pseudokohérent relativ zum Strukturmorphismus A, d.h. die
Voraussetzungen des zweiten GAGA-Theorems fiir nicht noethersche Ringe
[Ul] Theorem 6.5 sind erfiillt. Daraus folgt:

Hom(0y,, &) ~ Hom(lim 0, , im &5,).

n n

Aus [U]] Proposition 5.5 folgt zudem:

Hom(liil Ou,, @1 En) — @ Hom(O o, , & ).

Insgesamt erhélt man also aus der obigen Voraussetzung:

~

lilnn Hom(ﬁﬂn, éon) mln Homﬁt(fm) (On, (oﬁon)

l l

Hom(mn ﬁ‘””’ linn Cg)n) Homﬂ'ft(Avo) (mn On; mn éaO")

l l

Hom(ﬁg{‘jgé{)) Homﬂ.(lét(A’O)(o,éaO)
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Nach Lemma 2.1.8 folgt dann, daf p volltreu ist. O

Mit Hilfe der vorangegangenen Lemmata kann nun das folgende Theorem

bewiesen werden:

Theorem 2.1.10. Se: A/Qp eine abelsche Varietdt mit gewohnlicher Re-

duktion. Dann ist der Funktor
p: B, — Repriy)(0)
volltreu.

Beweis. Nach Lemma 2.1.9 geniigt es, induktiv fiir alle n € IN\{0} und alle
Vektorbiindel & aus %/, mit &1 ~ 6"2}5 zu zeigen:

Hom(0 ., , &) — Hom 44 0y (0, &o,)-

Sei also & ein solches Vektorbiindel. Da &1 ~ ﬁg}f trivial ist, ist nach
Konstruktion die durch p; induzierte Operation von 7{'(4,0) auf &g, trivial

(vgl. Bemerkung auf Seite 26). Daher folgt der Induktionsanfang:
Hom(ﬁﬂl s 601) ~ Hom(ol, gol) = HOHIﬁt(A’O)(Ol, (gaol).

Sei also n > 1. Betrachte die kanonische, durch Reduktion modulo p entste-

hende abgeschlossene Immersion
bn P A 1 — A .

Wegen o1 ~ p"Lo/pmo gilt ker(tf) ~ € 1, und man erhélt die folgende

exakte Sequenz von & ./, -Moduln:
0—0y, — Oy, —1n, Oy, ,—0.
Tensorieren mit & liefert die exakte Sequenz
0— &1 —En—tn,En—1—0, (2.4)

und nach Anwendung des Funktors Hom(&',,, , —) erhiilt man die folgende
lange exakte Kohomologiesequenz:

0>Hom(Oy,,81)>Hom(O o, , &) > Hom(O oy 1y, Erio1) > Ex‘gl(ﬁﬂn7 &1)

| §

Hom(ﬁgf”éal) Hom(ﬁdn_ugn—l) Eth(ﬁﬂn(g)l)a
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denn wegen o7 ~ p"lo/pto ist die Gruppe Hom(O., ,&1) =
Hom(O ., 1) ®o, p" to/p"o isomorph zu Hom(&0 ., &1).

Aus der exakten Sequenz 2.4 erhélt man zunéchst eine exakte Sequenz

von o0,-Moduln:

O —>£)01 _>(,590n —>(Ln*éan_1)0n —>0 (25)

Als 0;-Modul trigt &, die Struktur eines m¢'(A4,0)-Moduls. Aufgrund der
Vertréglichkeit der Darstellungen pe, mit den kanonischen Projektionen
([De-Wel] Lemma 1) kann man den o0,-Modul &, mit der Struktur eines
74 A, 0)-Moduls versehen, so daf8 die Sequenz 2.5 eine exakte Sequenz von
74 (A, 0)-Moduln ist. Nach Anwendung des Funktors Hom ¢ 4,0)(0n, =) er-

gibt sich die lange exakte Kohomologiesequenz von 7¢*(A, 0)-Moduln:

0> Homy, (0n, &0,) > Homr, (0, &0,,) > Homz, (05, (tn, En—1)0,,) > Extr, (0n, o, )

| |

HOI“ﬂTr1 (0176701) Homnl(ﬁn—l,éaon_l) EXt}rl (01,501)7

wobei 7 abkiirzend fiir die étale Fundamentalgruppe 7$'(A, 0) stehe.
Insgesamt induziert p also das folgende Diagramm mit exakten Zeilen,
das aufgrund der Funktorialitdt von p kommutativ ist:

0>Hom(Ou,,&1) > Hom(Our,, ,Er) > Hom(O s, En—1) > Eth(ﬁd“g’l)

| | | |

0> Homx, (01, &0, ) > Homy, (0, &0,,) > Homx, (0n-1,80,_,) > EXt}rl (01,80, ),

Der erste der senkrechten Pfeile ist nach Induktionsanfang und der dritte
nach Induktionsvoraussetzung ein Isomorphismus.

Damit folgt die Injektivitdt des zweiten Pfeils. Um auch die Surjektivitét
zu erhalten, geniigt es nach dem Fiinferlemma, die Injektivitit des Homo-
morphismus ¢ zu zeigen. Da nach Voraussetzung A gewohnliche Reduktion
hat, folgt diese direkt aus dem Lemma 2.1.7. O
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2.2. Kanonische Liftung abelscher Varietéiten

Sei nun Ao/ eine gewohnliche abelsche Varietiit, d.h. Ag(p) = Ao(p)*~* @
Ap(p)¥~°. Nach [EGA] IV, Proposition 18.3.2 ist der Funktor

B+ B Qg K

eine Kategoriendquivalenz der Kategorie endlicher, étaler ox-Algebren
mit der Kategorie endlicher, étaler x-Algebren. Daher kann man die étale
p-Barsotti-Tate-Gruppe Ag(p)®*~0 zu einer étalen p-Barsotti-Tate-Gruppe
Ao(p)f;i{_o iiber dem Ring der ganzen Zahlen ox von K liften, zudem
ist das Cartierdual dieser p-Barsotti-Tate-Gruppe zusammenhéngend.
Durch Dualitdt kann man die zusammenh#ngende p-Barsotti-Tate-Gruppe

0—ét

Ap(p)°~¢* zu einer zusammenhingenden p-Barsotti-Tate-Gruppe Ao(p)ox

iiber ok liften, deren Cartierdual étale ist. Daher kann man Ag(p) insgesamt
zu einer p-Barsotti-Tate-Gruppe Ag (p)ii:o &) Ag(p)g;(ét iiber o liften.

Das folgende Theorem von SERRE und TATE zeigt, dafl man die gew6hnli-
che abelsche Varietiat Ag/x zu einem abelschen Schema o7, /o liften kann,
so daB 7 (p) = Ao(p)$i—0® Ag(p)- die zu o, assoziierte p-Barsotti-Tate-
Gruppe ist.

Theorem 2.2.1 (Serre-Tate, siehe [Se3] Théoreme 4 oder [LST] Abschnitt
6 (ii); ein Beweis von DRINFELD ist in [Ka] Theorem 1.2.1 zu finden).
Der Funktor

A o = (A Boy K, 9 (p))

ist eine Aquivalenz der Kategorie der abelschen Schemata iiber ox zu der
Kategorie der Paare, bestehend aus einer abelschen Varietit Ag/k iiber k
und einer Liftung der assoziierten p-Barsotti-Tate-Gruppe Ag(p) zu einer
p-Barsotti- Tate- Gruppe iber oy .

Insbesondere ist das folgende Diagramm cartesisch (vgl. [Co] Theorem 3.3):

Hom,, (&, ") Hom,, (<7 (p), <" (p))

|

Hom, (e @0 1. ' By 1) —= Hom, (( @i 1)(p), (' Doy 1)(p))
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Wendet man das obige Theorem nun auf das eingangs konstruierte Paar
(Ao, Ao(p)&—0 @ Ag(p)9-¢) an, so erhilt man also eine Liftung «,, /o von
Ap/k mit spaltender zusammenhéingend-étaler Sequenz, d.h.

(p) = Ao(p)gK @ Ao(p)'ii{ = sz(p)o ® .!Zf(p)ét,

Eine solche Liftung einer gewohnlichen abelschen Varietéit Ag/k wird als ka-
nonische Liftung oder Serre-Tate-Liftung bezeichnet. Eine Ausfithrung der
obigen Resultate ist auch in [Car] Abschnitt 2.4 zu finden.

Sei nun Ay /K die generische Faser der kanonischen Liftung .7, /ox von
Ap/k. Aufgrund der Eigenschaften endlicher flacher Gruppenschemata iiber
einem separabel abgeschlossenen Korper erhélt man fiir den p-Tatemodul
T, A nun die folgende Struktur:

T,A = Td/(p) =T (p)° & T (p)* ~ (lim ppn) ™ @ (lim Z/p" 7)™ 4

n n

= (Zp<1))dimA ® (Zp)dimA~

Nach der Proposition 1.2.12 ist diese Spaltung Galois-dquivariant, und
per definitionem ist Zp(1) :=lim  pipn.
Bemerkung. Aus der Hodge-Tate-Zerlegung ([Ta2] Corollary 2, Seite 180)
folgt fiir die erste étale Kohomologiegruppe

H}et(Afy Zp) ®C, ~ @p(_l)dimA ® CgimA.

Nach Korollar 1.3.9 gilt H (4%, Z,) ~ Homy, (T, A, Z,). Damit erhilt man
aus der obigen Galois-dquivarianten Zerlegung des p-Tatemoduls fiir abel-
sche Varietiaten Ax /K, die durch kanonische Liftung entstehen, die folgende
ganzzahlige Galois-dquivariante Zerlegung der ersten étalen Kohomologie-
gruppe:

Hét(A?’ Zyp) ~ Zp(_l)dimA D ZSimA-

Proposition 2.2.2. Abelsche Varietiten Ax /K, die durch kanonische Lif-
tung einer gewdhnlichen abelschen Varietdt entstehen, sind CM-abelsche Va-

rietdten®.

5CM-abelsche Varietiten werden niher im Kapitel 3, ab Seite 53 untersucht.
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Beweis. Diese Proposition folgt aus dem Korollar A.2.3 in [Se2|, das mit
einer Folgerung aus TATEs ,Main Theorem® aus [Tal] bewiesen wird. [

Bei abelschen Varietiten Ag /K mit gewohnlicher Reduktion ist die obi-
ge Zerlegung des p-Tatemoduls im allgemeinen falsch, d.h. die zusammen-
hingend-étale Sequenz der dem Modell & zugeordneten p-Barsotti-Tate-
Gruppe 7 (p) besitzt im allgemeinen keine Spaltung (fiir den Fall elliptischer
Kurven ist hierzu Nédheres im zweiten Abschnitt aus [Nak]| zu finden).

2.2.1 Anwendung auf Darstellungen

Sei nun Ag /K eine abelsche Varietit, die durch die kanonische Liftung einer
gewohnlichen abelschen Varietdt Ag/k entsteht, d.h. der p-Tatemodul hat
die Struktur (Z, (1)) 4 @ (7,)4mA.

Sei G = G(Q,/K) die absolute Galoisgruppe von K und x : Gg — Z)
ein stetiger Charakter. Fiir einen Z,[G i]-Modul M definiert man durch den

Charakter x in folgender Weise eine neue G g-Operation:
o'm:=x(o)-(om) firoc e Gg,me M.

Der Z,[Gk]-Modul mit dieser neuen Struktur werde mit M (x) bezeichnet.
Ist speziell x = 7 der zyklotomische Charakter, so gilt:

und fiir n # 0 definiert man

Es ist insbesondere
Zp(_l) = HomZp(Zp(1)7 Zp)a
und fiir n > 0 gilt dann:

M(n) = M(1") = M ®z, Z,(1)®" =M ®z, Zip(n)
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sowie
M(=n) = M(r7") = M ®gz, Z,(—1)®" = Homg,, (Z,(n), M).
Der Modul M (n) wird als n-facher Tatetwist von M bezeichnet.

Proposition 2.2.3 ([Ta2] Proposition 8).
Sei G = G(QP/K) die absolute Galoisgruppe von K. Dann gilt

H(Gk, Cp) = K,
und fir jede ganze Zahln #£ 0 ist
H(Gr, Cp(n)) = H' (G, Cp(n)) =0.
Insbesondere ist der Fizmodul C,(n)® fiir alle n # 0 trivial.

Mit dieser Proposition wird nun die folgende Proposition fiir unipotente
algebraische Gruppen iiber Q,, bewiesen, d.h. fiir affine Gruppenschemata
tiber Q,, die eine absteigende Zentralreihe besitzen, deren Quotienten iso-
morph zur additiven Gruppe sind (vgl. [De-Ga] Chapitre IV, §2, Proposition
2.5).

Proposition 2.2.4. Sei U eine unipotente algebraische Gruppe iiber @Q,,.
Dann existiert fiir n # 0 kein nichitrivialer Galois-dquivarianter Homomor-
phismus

p: Cp(n) — U(Cp).

Beweis (durch Induktion nach dimU ).

FEindimensionale unipotente algebraische Gruppen sind isomorph zur addi-
tiven Gruppe G,. Nach der obigen Proposition existiert kein nichttrivialer
G g-Homomorphismus

o €y Cyl(n),

denn es ist p/(1) € Cp(—n)9% = 0. Nach n-fachem Tatetwist folgt hieraus,

daf} es keinen nichttrivialen G g-Homomorphismus

p:Cp(n) — Ga(Cp) = Cp
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gibt.

Sei nun U eine unipotente algebraische Gruppe der Dimension grofler als
eins, und fiir unipotente Gruppen kleinerer Dimension sei die Proposition
gezeigt. Da U unipotent ist, enthélt das Zentrum Z(U) von U eine zur addi-
tiven Gruppe G, isomorphe Untergruppe G/,. Sei U’ = U/G/, der Quotient
von U mit G/,. Nach [De-Ga] Chapitre IV, §2, Proposition 2.3. (a) ist dieser

wieder unipotent. Man betrachte nun das folgende Diagramm mit exakter

Zeile:
p/ = l \
p

0— GL(C,) —L~U(C,) —L= U'(C,) —=0

Nach Induktionsvoraussetzung ist gop trivial, d.h. p faktorisiert iiber G/, (C,).
Da nach dem Induktionsanfang der Homomorphismus p’ trivial ist, folgt die

Behauptung. O
Im 4. Kapitel wird das folgende Korollar eine Anwendung finden.

Korollar 2.2.5. Sei T,A = (Z,(1))4™4 @ (Z,)™4 der p-Tatemodul von
A und U eine unipotente algebraische Gruppe iiber Q,. Dann ist jeder nicht-

triviale G i -dquivariante Homomorphismus
T,A = (Zp(l))dimA ® (Zp)dimA —U(Cp)

trivial auf dem ersten Faktor.
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3. Abelsche Varietiten mit komplexer Multiplika-

tion

In [De-Wel] werden zwei neue Galoisoperationen auf abelschen Varietéiten
A/K mit komplexer Multiplikation definiert, die sich aus der Konstruktion
des Funktors p, eingeschrénkt auf Geradenbiindel, die algebraisch dquivalent
zu null sind, ergeben. Diese Galoisoperationen werden in diesem Kapitel

beschrieben.

3.1. CM-abelsche Varietiten

In diesem Abschnitt werden grundlegende Eigenschaften abelscher Varieté-
ten mit komplexer Multiplikation wiederholt. Néheres hierzu findet sich in
[Gr], [Se-Ta] sowie in [Shi].

Sei zunichst K ein beliebiger Korper.

Theorem 3.1.1 ([Mum] Chapter IV.19, Theorem 3).

Seien A und A" abelsche K-Varietiten. Dann ist Hom(A, A") eine endlich
erzeugte freie abelsche Gruppe, und die fiir eine Primzahll # Char(K) durch
den Funktor T induzierte Abbildung

Hompg (A, A') ® Z; — Homg, (T} A, T, A")
st injektiv.
Die folgende Proposition fithrt zur Definition einer abelschen Varietét
mit komplexer Multiplikation:

Proposition 3.1.2 ([Shi] Proposition 2, Seite 36).

Sei A/K eine abelsche Varietit der Dimension dim A = g und R eine ein-
fache Q-Unteralgebra von End% (A) := Endg (A) ®z Q, die das Einselement
von End% (A) enthdlt. Mit Z(R) werde das Zentrum von R bezeichnet, und
es sei

[R:Z(R)] =: f*, [Z(R):Q]=:d.

53
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Dann gilt:
fd|2g.

Definition 3.1.3 (vgl. [Se-Ta]).

Sei F/Q ein Zahlkorper vom Grad [F' : Q] = 2g. Eine abelsche Varietit
mit komplexer Multiplikation durch F ist ein Paar (A, ) bestehend aus einer
abelschen Varietdt A/K der Dimension g und einem nichttrivialen Ringho-

momorphismus
: F—End%(A).

Abkiirzend werden abelsche Varietiten mit komplexer Multiplikation auch

als CM-abelsche Varietiten bezeichnet.

Da nach dem Theorem 3.1.1 Endg (A) als Z-Modul torsionsfrei ist, exis-
tiert eine Inklusion von Z-Moduln Endg(A) C End%(A). Sei (A,1) eine
abelsche Varietdt mit komplexer Multiplikation durch F'. Identifiziert man
F mit der Q-Algebra ((F'), soist R := FNEndg (A) eine Ordnung von F', d.h.
ein Unterring von op, der eine Ganzheitsbasis der Léange 2¢g besitzt. Fiir eine
Primzahl [ # Char(K') kann man nach dem Theorem 3.1.1 den [-Tatemodul
T;A mit der Struktur eines R ® Z;-Moduls versehen. Hat insbesondere der
Grundkoérper Charakteristik null, so triagt der absolute Tatemodul T'A, d.h.
die étale Fundamentalgruppe 7¢t( Az, 0), die Struktur eines (R®Z)-Moduls.

Proposition 3.1.4 ([Se-Ta] Corollary 2, Seite 502).

Sei A/K eine abelsche Varietit mit komplezer Multiplikation durch F, und
mit R := FNEndg(A) werde die zugehdrige Ordnung bezeichnet. Sei ferner
| # Char(K) eine Primzahl und p; : Gx — Aut(T;A) die Galoisdarstellung
des I-Tatemoduls von A.

Dann ist das Bild von p; in (R®7Z;)* enthalten, insbesondere ist im(p;) also

kommutativ.

Bemerkung ([Se-Ta] Remark, Seite 502).

Es ist zwar nach [Se-Ta] Theorem 5 (i) fiir [ # Char(K) der F' ® Q;-Modul
T1A®7z,Q; frei vom Rang 1, im allgemeinen ist T; A jedoch kein freier (R®Z;)-
Modul. Dies ist aber zum Beispiel fiir dim(A) = 1, d.h. fiir elliptische Kurven
der Fall.
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3.2. Geradenbiindel auf abelschen Varietiten

Sei nun K/Q,, ein lokaler Kérper und A/K eine abelsche Varietét mit gu-
ter Reduktion. Mit o/ /ox werde das Néronmodell von A bezeichnet. Nach
[De-Wel] Theorem 1 sind alle Geradenbiindel, die algebraisch dquivalent zu

null sind, in der Kategorie £ Ac, enthalten, d.h. der Funktor
p: Bag, — Repra(Cp)
induziert eine Abbildung auf Pic%, /CP(CP) = A\((Dp):
a: A(C,) — Hom (T A, C).

Nach [De-Wel] Theorem 1 und Proposition 1 ist der Funktor p vertrig-
lich mit Tensorprodukten sowie mit der Operation der Galoisgruppe Gk :=
Gal(K/K). Daher ist « ein G g-dquivarianter Homomorphismus. Aufgrund
der Zerlegung C;, = 0™ x p® gilt zudem

HOH]C(TA, C;) = HOI’I]C(TA, UX)v

denn es gibt keinen nichttrivialen stetigen Homomorphismus der kompakten

Gruppe T'A in die diskrete Gruppe p® ~ Q.

3.2.1 Konstruktion der Homomorphismen «,, und ay

Man betrachte fiir ein abelsches Schema X iiber einer lokal noetherschen

Basis S den kontravarianten Funktor
Px/s : S/ — PIC(X X8 S/)

von der Kategorie der S-Schemata in die Kategorie der abelschen Gruppen.
Der relative Picardfunktor Picy g ist als assoziierte fppf-Garbe der Prégarbe
Px /g definiert. In dieser Situation ist Picx,g durch ein S-Schema darstellbar
(vgl. [BLR] Chapter 8.2, Theorem 1), und das darstellende S-Schema werde
wieder mit Picy /g bezeichnet. Ferner sei X = Picg(/s das zu X duale abel-
sche Schema iiber S, wobei mit Picg( /s die neutrale Komponente von Picx/g

bezeichnet werde. Diese ist faserweise als Zusammenhangskomponente der
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Identitdt definiert (vgl. [EGA]IV3 Abschnitt 15.6). Weitere Ausfiihrungen
iiber den relativen Picardfunktor sind in [BLR] Chapter 8 sowie in [Ge-Mo]
Chapters 6, 7 zu finden.

Seien nun zunichst X und Y abelsche Schemata iiber einem lokal noether-
schen Basisschema S, und es sei A : X — Y eine S-Isogenie. Durch Urbild-

zuordnung erhélt man durch A einen Gruppenhomomorphismus
A*:Pic(Y) — Pic(X), Z— \N'Z.
Zudem induziert A\ einen S-Morphimus der relativen Picardschemata
Picy /s : Picy;s — Picx/g
und eine S-Isogenie der dualen abelschen Schemata
XY —X.

In folgender Weise definiert man die sogenannte Cartierpaarung (vgl.
[Oda] Section 1)

(, )a: ker(A) x5 ker(Picy /g) — G5 :

Sei S’ ein S-Schema, und es seien Xg/, Yo und \g die Basiserweiterungen
mit S’. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ mit exakten Zeilen
(die Exaktheit der Zeilen folgt aus [BLR] Chapter 8.1, Proposition 4):

0—— PIC(S/) E—— PiC(XS/) —_— PiCX/S(S,) —(

)\E,T PiCA/ST

0—— PIC(S/) I PiC(YS/) —_— PiCY/S(S,) —_— 0,

und daher gilt:

PiC/\/S

(ker(Picy/5))(S") = ker (Picy;s(S") — Picy/s(5"))

. AS s
= ker (Pic(Yy) =5 Pic(Xg)).
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Sei nun = € ker(A\)(S') und . € (ker(Picy,g))(S’). Faft man £ mit obi-
ger Identifikation als invertierbare Garbe auf Yg auf, so existiert also ein

Isomorphismus f invertierbarer Garben auf Xg:
f . )\*S/.iﬂ;ﬁxs,.

Mit T, : Xg — Xg werde die Translation durch x auf X g bezeichnet. Dann

erhéilt man durch Komposition einen Automorphismus von 0x_,-Moduln

; (f)

—1
Ox, o Ny L = TNy 2 T T 0K, ~ 0y,

der ein Element (z,.Z)) in
HO(XSU ﬁXs/) HO(SI S ) = Gm,S(S/)
liefert, das nicht von der Wahl des Isomorphismus f abhéngt.

Theorem 3.2.1 ([Oda] Theorem 1.1).

Seien X und 'Y zwei S-Schemata und A : X — Y eine S-Isogenie.

Dann ist die Cartierpaarung {, ) eine nicht ausgeartete biadditive Paarung
endlicher flacher Gruppenschemata tber S, d.h. sie definiert einen kanoni-

schen S-Isomorphismus
vy : ker(Picy /) s (ker(X))Y.

Zudem ist vy funktoriell in X\, d.h. fir ein kommutatives Diagramm mit S-

Morphismen 3 und 3 sowie S-Isogenien A\ und N

X 2>y

1l

/ !
XT>Y

st das Diagramm
ker(Plc)\/s) (ker(X))V

PiCB//ST TB\/

ker(Pch//S) (ker(\))Y

ebenfalls kommutativ.
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Hieraus ergibt sich das folgende Korollar, das iiber einem Korper bereits
von CARTIER ([Ca]) und NisHI ([Ni]) bewiesen wurde und dann von OORT

([00]) verallgemeinert wurde.

Korollar 3.2.2 ((Cartierdualitét), vgl. [Oda] Corollary 1.3 ).
Sei S ein lokal noethersches Schema.
Ist A : X — Y eine S-Isogenie abelscher Schemata tber S, dann existiert

ein kanonischer Isomorphismus
vy : ker(A) =5 (ker(A))Y,

der funktoriell in X\ ist, d.h. fir ein kommutatives Diagramm mit S-

Morphismen 3 und 3 sowie S-Isogenien A\ und N
X 2>y
e
/ !
X N Y
ist das folgende Diagramm kommutativ:

ker(\) —=— (ker(\))"

d Tﬁv

ker()/\\’) %N) (ker()\’))v.

Konstruktion von «,,

Fiir eine natiirliche Zahl N > 1 ist die N-Multiplikation eine Isogenie vom
Grad N24m < ynd es gilt fiir die duale Isogenie N=N.

Man wende nun das Korollar 3.2.2 auf die Isogenie
A=N=N:o — o
an. Dann erhéilt man einen Isomorphismus
vn : ker(N) = o/ [N] =5 Z[N]Y = Hom(H [N, Gm),

fiir alle n > 1 erhélt man also:

—

4 [N](0,,) — Hom(&/[N](0,),0.).

n
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Durch Verkettung auf der rechten Seite mit den Homomorphismen

red

TA — AIN](K) = #/[N](og) — #/[N](on)

erhélt man einen Homomorphismus

o/ [N)(0y,) — Hom,(T'A, 0)),
wobei 0, mit der diskreten Topologie versehen werde. Fiir N|M
sind die soeben konstruierten Homomorphismen mit den Inklusionen
;{7[]\7](0”) — }?[M](on) vertriglich. Da die Gruppe Zc{?(on) als direkter
Limes der endlichen Gruppen ZJ(O r/p"or) (fiir alle endlichen Kérpererwei-
terungen L/K) eine Torsionsgruppe ist, induziert die Reduktionsabbildung
E(Cp) = ZJ(O) — o/ (0,) einen Homomorphismus

ay, : A(Cp) — Hom, (T A, 0)).
Theorem 3.2.3 ( [De-Wel| Theorem 3, Seite 115).
Fiir jedes n > 1 und alle a € g(Cp) ist der o) -wertige Charakter oy, (a) die
Reduktion modulo p™ des o™ -wertigen Charakters a(a).
Also ist der durch den Funktor p gegebene Homomorphismus o der projektive

Limes der oben konstruierten Homomorphismen o, d.h.

a=limay, : A(C,) — Hom,(TA, 0*)

n

Konstruktion des Tatehomomorphismus ap

In [Ta2] §4 definiert TATE ebenfalls durch Cartierdualitit einen Homomor-

phismus auf den o-wertigen Punkten der zu of assoziierten p-Barsotti-Tate-
Gruppe 7 (p):

ar : & (p)(0) — Hom(T e/ (p), UL),

wobei per definitionem 7'/ (p) = T}, A ist und mit Uq(jlp) = 1+4m, die Gruppe
der Einseinheiten von o bezeichnet werde.

Zur Konstruktion von ar wendet man das Korollar 3.2.2 auf die Isogenien

e~~~

A=N=p": o — o
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an. Dann erhilt man bei Identifikation des Biduals & mit .7 Isomorphismen

o~ —

o [p"](0) ;Zz;[p”]v(o) = Hom(<7 [p"](0), Gy, (0)) = Hom(<7 [p"](0), ppn (0)).

Nach dem Korollar 3.2.2 ist der Isomorphismus mit dem projektiven System

vertraglich, d.h. man kann zum projektiven Limes {ibergehen:

lim o [p")(0) > Hom,_pr/o (¢ (p), Grn(p))- (3.1)
n

Nach dem Bewertungskriterium fiir Eigentlichkeit gilt <7 [p"](0) = A[p"](C,),
und da die Multiplikation mit p” eine Isogenie, d.h. insbesondere endlich ist,
gilt schon A[p"](C,) = A[p"](K). Daher stimmt die linke Seite des Isomor-
phismus (3.1) mit dem p-Tatemodul T,A von A iiberein. Wendet man den
Funktor ,,o-wertige Punkte* G — G(0), der von der Kategorie der p-Barsotti-
Tate-Gruppen iiber ox in die Kategorie der topologischen Z,-Moduln ab-
bildet (siehe Proposition 1.2.13), auf die rechte Seite von (3.1) an, so erhélt

man einen Homomorphismus

1+ TyA — Homz, (7 (5)(6), Gn(p)(0)) = Hom.z, ((p)(0), UL),

der schliellich den Tatehomomorphismus o definiert:

—

ar: (p)(o) — Homg, (T,A,UL)
r = (v f()(@).

Nach Konstruktion ist a ein Homomorphismus von Z,-Moduln, da der Iso-
morphismus (3.1) und somit auch der Homomorphismus f die Z,-Modul-

struktur respektieren.

Nach [Ta2] Example 2, Seite 169, kann die Gruppe ?J(p)(o) als diejenige
offene Untergruppe von /@i(o) aufgefafit werden, die aus Punkten x € ZJ(O)
besteht, deren Reduktion modulo dem maximalen Ideal m, von o endliche

p-Potenzordnung hat, d.h. man erhélt eine exakte Sequenz

red —

0— 7 (p)(0) — o (0) =% (Fp) (r—tors) — 0, (3.2)
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wobei mit E(Fp)(p/_tom) die Untergruppe der Elemente aus E(Fp) mit zu

p primer Torsion bezeichnet werde.

Zu jeder weiteren Primzahl [ kénnen in gleicher Weise Homomorphismen

definiert werden, die im folgenden mit ar; bezeichnet werden:
ary : o (1)(0) — Home(Ti A, G (1)(0)).

Fiir [ # p sind die [-Barsotti-Tate-Gruppen .5/217(l) étale tiber o (nach Korollar
1.2.7), daher ist E(l)(o) eine Torsionsgruppe (siehe Seite 18), und es folgt:

(1) (0) = o (1)(0)1ors = lim(lim(/[1")(0/p'0))) = lim o/ [1"] (o),

pamm——

lim
[—
7 n

d.h. j@?(l)(o) ist in diesem Fall die Gruppe der ["-Torsionspunkte aus EJ(U).

Man definiere
A (0) i —tors) = EP A (I
l#p
Dann ist nach dem Liftungstheorem von SERRE und TATE (Theorem 2.2.1)

—

’Q{(o)(p/—tors) = 'Q{(Fp)(p’—tors)'

Also besitzt die exakte Sequenz (3.2) eine Spaltung

A(Cy) = (o) = (D) (0) ®  (0) y—tors) = D) F (I
[ prim
Korollar 3.2.4. Auf der offenen Untergruppe Q(p)(o) von ZJ(O) = E((Dp)
stimmen die Homomorphismen o und ar iberein.

Definiert man arp = ar so gilt:

a= @D ari: AC,) = @ #(1)(0) — Hom(T4,0%).
L prim 1 prim
Beweis. Nach Theorem 3.2.3 gilt a = @n i, wobei die Homomorphismen
oy, durch Cartierdualitit, angewandt auf die Isogenien N (N € IN\{0}),
konstruiert wurden. Fiir Primzahlen [ wurden ebenfalls durch Cartierduali-
tat, angewandt auf dieselben Isogenien [ (n € IN\{0}), die Homomorphis-
men a7 konstruiert, und daher gilt ar; = @n agn, woraus das Korollar
folgt. O
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Fiir den Homomorphismus « kann zudem das Bild genauer beschrieben

werden. Dazu dient die folgende Definition.

Definition 3.2.5.

Ein stetiger Charakter x : TA — C} heifit glatt, falls sein Stabilisator in G
offen ist. Die Gruppe der glatten Charaktere von T'A werde mit Ch> (T A)
bezeichnet. Ferner sei Ch(T'A) der topologische Abschlufl von Ch>(T'A) in
Hom,(T'A,0).

Theorem 3.2.6 ([De-Wel]| Theorem 5, Seite 126).

Die Abbildung o induziert einen Isomorphimus topologischer Gruppen
a: A(C,) = Ch(TA). (3.3)

Korollar 3.2.7. Nach der Zerlegung von a = @, prim QT aus Korollar
3.2.4 erhdlt man also fiir alle Primzahlen | Gruppenisomorphismen

ary : o (1)(0) = Ch(T}A) = im(ap,) € Homu(T}A, G (1)(0)),
und es ist Ch(T'A) = @) yim, CR(T1A).

O

3.3. Zwei neue Galoisoperationen fiir CM-abelsche Varieti-
ten

In diesem Abschnitt werden zwei neue Operationen der Galoisgruppe Gg
auf CM-abelschen Varietéten beschrieben. Diese Beschreibung bezieht sich
auf ein Beispiel aus [De-Wel] (Example, Seite 127).

Seien nun o € Gk und a € A\(Cp). Mit @ — o(a) werde die gewohnli-
che Galoisoperation auf ﬁ((Dp) bezeichnet, d.h. die durch die G x-Operation
auf C, induzierte, und mit o, die Gx-Operation auf den Darstellungen des
Tatemoduls T'A (siehe (1.3) auf Seite 29). Dann gilt aufgrund der Galois-

Aquivarianz des Homomorphismus a (nach Proposition 1.4.4):

a(0(a)) = “a(a) = 0o a(a) ooy
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Lemma 3.3.1. Wenn E/K eine CM-abelsche Varietdit ist, so ist Ch(T'A)

invariant unter den folgenden Operationen:
x—oox und Y+ xoo,' firoec Gg,x € Ch(TA).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl Ch® (T A) invariant unter den obigen Ope-
rationen ist. Sei also y € Ch*(T'A). Dann existiert eine endliche normale
Erweiterung N/ K, so daf x invariant unter G ist, d.h. fiir alle 7 € G gilt:
771 oy o7, = x. Da A nach Voraussetzung eine CM-abelsche Varietit ist,
ist das Bild der Galoisoperation auf T'A nach Proposition 3.1.4 kommutativ,
d.h. fiir alle 7,7 € G gilt 7T = TuTs.

Dabher folgt fiir 7 € G, da G ein Normalteiler in G ist:

1o (cox)ome =00 ((0'_17'_10') ox)oT, =00XO0 (0'_17'_10')*7'* =0cox

sowie

1

7o (xoo Yor =11 ! !

oxoroorl=xoal.
Also folgt die Behauptung. O

Sei nun A/K eine abelsche Varietéit mit guter Reduktion und komplexer
Multiplikation ¢ : F — End%(A), und es sei R := «(F) N Endg(A) die
zugehorige Ordnung. Mit o7 /ox werde das Néronmodell von A bezeichnet.
Dann ist auch die duale abelsche Varietét 2/ K eine CM-abelsche Varietét,
und die zugehorige Ordnung werde mit R bezeichnet.

Im folgenden werden fiir 0 € Gi die beiden Galoisoperationen auf Ch(Tﬁ)
aus Lemma 3.3.1 mit o1 und o9 bezeichnet, d.h. fiir einen Charakter y €
Ch(TA) sei

o1(x):==0cox und oa(x):=yxoo, L

Diese liefern nach Theorem 3.2.6 zwei neue Galoisoperationen

ooM; = a"to oroa und oo, = alo 090«

auf ﬁ((Dp) = A(C,). Die Komposition beider neuer G g-Operationen ergibt

wieder die gewohnliche Galoisoperation:

OCM, © OCM, = 0.
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Insgesamt erhélt man also das folgende kommutative Diagramm fiir alle
o€ Ggk:

A(C,) (3.4)

Ch(TA) —= Ch(TA) —= Ch(T A)
\‘w/

X&—)O’OXOO’,:l

Nach der Proposition 3.1.4 liegt wegen Char(K) = 0 fiir alle Primzahlen

o~

[ das Bild der G g-Operation auf dem Tatemodul T; A

-~

pr: Gg — Aut(T;A)

in (R® Z;)*, also wird fiir 0 € Gk die Gx-Operation auf dem absoluten
Tatemodul TA
0:Gg — Aut(Tﬁ)

durch Multiplikation mit einem Element 6(c) € (R ® Z)* beschrieben, d.h.

der in dem Diagramm rechts unten stehende Homomorphismus
oy : Ch(TA) — Ch(T A)
ist gegeben durch:
0200)(7) == x(0:1 (7)) = x(0(c™ ")), fiir y € TA, (3.5)
Proposition 3.3.2. Der Isomorphismus aus (3.3)
a: A(C,) =5 Ch(TA)

ist in folgender Weise mit der R-Modulstruktur der beiden Gruppen vertrdg-
lich:
Fiir a € A(Cp), € R und vy € TA gilt:

a(ra)(y) = a(a) (™).

Dabei sei7 € R C EndK(g) der von r € R induzierte Endomorphismus.
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Beweis. Nach Theorem 3.2.3 ist o = LiLnn Qn, wobei die Homomorphismen
ay, : A(Cp) — Hom(T' A, o)) durch Cartierdualitidt angewandt auf die Isoge-
nien N : &/ — o (fiir natiirliche Zahlen N > 1) entstehen (zur Konstruktion
siche Seite 58). Diese Isogenien kommutieren mit jedem Endomorphismus
r € R, d.h. das Diagramm
o = ot
A —> A
ist kommutativ. Nach Korollar 3.2.2 erhélt man daraus das folgende kom-

mutative Diagramm:

Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir alle Primzahlen [ hat man die Gruppenisomorphismen
apy : o (1)(0) = Ch(T,A).

Fiir | = p ist ar)p nach Konstruktion ein Z,-Modulhomomorphismus. Fiir
I # p induziert die Z;-Modulstruktur von Tlﬁ iiber den Isomorphismus
ar, eine Zj;-Modulstruktur auf <7(l)(0), so daBl @/(0) = A(C,) eine Z-
Modulstruktur trigt.

Mit Hilfe der Proposition 148t sich nun die neue Galoisoperation oo,
auf A(C,) beschreiben:

Korollar 3.3.3. Sei wie oben A eine CM-abelsche Varietit tiber K. Es sei
0:Gx — Aut(TA), imbC (R®Z)

die Galoisoperation auf dem absoluten Tatemodul der dualen Varietdt A.

Fir o € Gg und a € A(C,) ist die neue Galoisoperation gegeben durch:

o —

oom,a = 0(c71)a,
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—

wobei 6(o—1) € (R ® Z)* sei, und fiir Elementartensoren (r ® z) € R® Z
gelte:

TRz =T® 2z
Beweis. Man betrachte zunéchst fiir o € G:
oy : Ch(TA) — Ch(TA).
Nach (3.5) gilt fiir alle a € A(Cp,) und v € TA:

o2 (a(a))(v) = ala)(0(c")v).

Aus der obigen Proposition folgt:

aa) (0o )y) = a(0(e=1)) ().

Daher gilt -
a2(a(a)) = a(f(o71)),

Lo gy 0 a folgt schlieBlich

und wegen ocn, =

—

oom,a = 6(c~1a.
O

Da fiir alle 0 € Gk nach dem Diagramm 3.4 ¢ = oo, © oo, gilt, kon-
nen die beiden neuen Galoisoperationen ¢y, und ooy, aut CM-abelschen

Varietidten A/K mit obigem Korollar vollsténdig beschrieben werden.



4. Explizite Darstellungen zu Atiyahbiindeln

In diesem Kapitel werden Darstellungen zu Vektorbiindeln, die durch suk-
zessive Erweiterung mit trivialen Biindeln entstehen (sogenannte verallge-
meinerte Atiyahbiindel), explizit angegeben. Dazu wird zunfchst eine neue
Kategorie filtrierter Vektorbiindel definiert.

Im Falle elliptischer Kurven stellt sich heraus, daf§ hiermit nach Ergebnissen
aus [At] alle Darstellungen zu Vektorbiindeln aus % Ac,, €xplizit beschrieben

werden konnen.

4.1. Eine Kategorie filtrierter Vektorbiindel

Sei A/Qp eine abelsche Varietdt mit guter Reduktion. Dann existiert eine
abelsche Varietiit A iiber einem lokalen Zahlkorper K/Q, mit Ax ® Kﬁp =
A (siehe Abschnitt 1.4).

Zur besseren expliziten Beschreibung der zu Vektorbiindeln aus der Katego-
rie # Ac, assoziierten Darstellungen der Fundamentalgruppe ﬂft (A, z) wird
zunéchst eine neue Kategorie filtrierter Vektorbiindel mit gewissen zusétzli-

chen Daten definiert.

Definition 4.1.1. Sei z € A(C)). In folgender Weise werde die Kategorie
BF lecp definiert:
Die Objekte in %ﬁf‘@p seien Tupel (E,.Z°*E, pe,0;), wobei

e [ ein Vektorbiindel vom Rang r aus der Kategorie % Ac, sei,

e Z°F eine absteigende Vektorbiindelfiltrierung von E sei:

E=Z2E>.. DZ'E>0=9""Ep=2"72= .

o o = (¢i)1<i<r eine Familie von Vektorbiindelisomorphismen sei:
Wi 04 ;Gr}E = fiE/ﬁHlE,

67
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e und .
0y« By = Gr% B, = @ Gr'z E,
i=1
eine Spaltung sei, d.h. die durch o, induzierten Abbildungen auf den

Graduierten seien die Identitat:

via oy

Gr%y E, o Gr% E,.

Dabei sei wie bei der Konstruktion des Funktors p im 1. Kapitel E, :=

x*E, aufgefait als Cp-Vektorraum der Dimension 7.

Ein Morphismus f : (E, #°E, pe,0,) — (E, F'F, Pe, 0z) von Objekten aus
BF i@p sei durch die folgenden Daten gegeben:

e essei f: B — E ein Morphismus von Vektorbiindeln, der die Filtrie-
rungen respektiert, d.h. fiir alle i > 1 gilt: f(F'E) C Z E

o fiir alle 1 <4 < min(rk F,rk E) sei das folgende Diagramm kommuta-

tiv:
Grfg E
Pi
Iz via f
Pi
i =
Grj FE

e und schliellich sei das folgende Diagramm ebenfalls kommutativ:

oz °
E,— Gi% E,

Nach der obigen Definition ist sofort ersichtlich, dafl jeder Morphismus
in der Kategorie .77, ein Monomorphismus ist. Morphismen zwischen
P
zwei Objekten aus %.77 , , bei denen die Vektorbiindel den gleichen Rang
P

haben, sind Isomorphismen.
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4.2. Darstellungen zu Objekten aus £.77
P

Sei (B, #°E, ¢s,0,) ein Objekt aus 277, und r :=rk E. Dann existiert
P

zu F eine Darstellung der Fundamentalgruppe
pE (A, x) — GL(E,) ~ GL.(C,).

Durch v := (vi)i<i<r = (05" (0i2(1))),c;c, Wird eine Cp-Basis von E,
definiert, und die darstellende Matrix von pg(y) fiir v € n¢*(A, x) beziiglich
dieser Basis werde mit B(g #¢g ¢, 0,)(7) = (bij(7)) € GL.(C,) bezeichnet,
d.h.

T
Vi:pe(Y)(v) = bi()vi.
i=1
Da pg ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt dies auch fiir

B, 7B pe0.) - (A, ) — GL,(Cp) 7+~ B(E,7*E,pe,00)(7)-

Sei nun allgemein f : E — E’ ein Morphismus in % Ag,» und v =
(vi)1<i<r=rkp bzw. V' = (Vi)1<j<r =k i seien Cp-Basen von E, bzw. Ej.
Wie oben seien Bg(y), Bg/(y) bazw. C = (ci5)1<i<r,1<j<r die beziiglich
dieser Basen darstellenden Matrizen von pg(7v), pg/(y) bzw. f,. Dann gilt

aufgrund der Funktorialitdt von p:

Vi<i<r: folpp()(v)) = pe/(7)(fa(vi),
und daher folgt:
C.Bg = Bg:.C,
wobei mit C.Bg das Matrizenprodukt bezeichnet werde.

Proposition 4.2.1. Sei f : (E,Z°E,e,0,) — (E',F'°E' ¢, ,0") ein

xT

Morphismus in der Kategorie %ﬁfﬁlcp. Dann gilt fiir die darstellenden Ma-

trizen:
C'B(E79°E,¢.,Jw) == B(E’,QI.E’,LPIMO';)‘C’
wobei C eine (tk E' x vk E)— Matriz der folgenden Gestalt ist:

Ir * . . . . . /
C= , mit Einheitsmatriz I, und r = min(rk E,rk E").

*x *

Insbesondere sind fiir tk E =tk E' die darstellenden Matrizen identisch.
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Beweis. Man betrachte fiir r = min(rk E,rk E’) das folgende kommutative

Diagramm:

Oz

(Sal,z)y

C; via fz f.r

<v;,z>k

o / ~ /
Gr:g;/ EJ? T E‘$
x

Hieraus folgt sofort, daf fiir alle 1 < i < r gilt: f,(v;) = v.. Daher folgt nach
der Vorbemerkung die Behauptung. O

In der folgenden Proposition wird gezeigt, wie sich die darstellenden Ma-
trizen zu Objekten aus der Kategorie .77, verhalten, wenn man einzelne
P

Parameter der Objekte verdndert.

Proposition 4.2.2. Sei E ein Vektorbindel vom Rang vk E = r, und
es seien (E,.Z°E, pe,04), (E,F*E,¢,,05) und (E,F°E, @e,0,) Objek-
te aus der Kategorie %}?ﬁ%. Seien ferner Br := B(g,#*E,pe0.), B =
B(g,7°E 4, 0.) SOWie Bg == B(g zeE 4, o) die zugehdrigen darstellenden

x

Matrizen. Dann gilt:

1. Die Anderung der Familie pe bewirkt eine Konjugation der darstel-
lenden Matrizen mit einer Diagonalmatriz C, = diag(ci,...,c,) €
GL,(Cp):

Bp = C,'BpC,.
Dabei gilt fir alle :
i =ci- @i

2. Andert man die Schnitte o, ab, so sind die darstellenden Matrizen

durch eine obere Dreiecksmatriz zueinander konjugiert:

B = CglgECJ.
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Dabei ist

C, =
* 1

Beweis. 1. Fiir alle Indizes i ist (¢})7! o p; € Aut(@4). Es existieren
also invertierbare Elemente ¢; € C, mit ¢; » = ¢; - ¢y ;. Beziiglich der
zu Objekten aus ﬁﬁ%’f‘% definierten Basen (v;) = (0, '(¢i2(1))) und
(v]) = (0;1(@;@(1))) von E, kann die Identitét idg, (v;) = ¢;v} also

durch die Matrix C, = diag(ci,...,c,) beschrieben werden, d.h. es

folgt

Bp = C,'ByC,.

2. Seien v = (v;) = (agl(goi,m(l))) und v = (v;) = ((fmfl(goiyx(l))) die zu
den beiden Objekten aus .77, assoziierten Basen.
P
Da o, und 7 beide auf den assoziierten Graduierten mit der Identitét

ibereinstimmen, gilt in Gr'y E,:

0] # wi,x(1) = [v] = [0i],

d.h. v;,v; € fiEx\ﬁiHEx. Daher sind fiir alle ¢ sowohl (v;, ..., v;,)
als auch (@;, ..., 7,) Basen der Cp-Vektorrdume Z'E,. Sei nun (c;;) €
GL,(C,) die darstellende Matrix von idg, beziiglich der Basen v und

0, dh.v; =37, ¢ji - 0. Wegen [v;] = [07] in Gr'; E, ist also
gi—i_lEz Sv; —v; = chi ’U~] + (Cii — 1) - U;.
i#]
Da (¥it1,...,0,) eine Cp-Basis von FHE st und fir 1 < k < i

die ¥, nicht in .F**'E, enthalten sind, folgt c; = 1 und ¢;; = 0, falls
1 < j < i. Setzt man

Cr1 ov. Crp—1 1
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so folgt die Behauptung: Bg = C;lgECU.

4.3. Atiyahbiindel in der Kategorie .77
P

Fiir eindimensionale abelsche Varietdten mit guter Reduktion, d.h. fiir ellip-
tische Kurven mit guter Reduktion wurden von ATIYAH in der Arbeit [At]
alle Vektorbiindel durch das folgende Theorem klassifiziert.

Theorem 4.3.1 ([At], Theorem 5).

Sei A eine elliptische Kurve.

1. Sei r € N\{0}. Es existiert ein bis auf Vektorbiindelisomorphie ein-
deutig bestimmtes unzerlegbares Vektorbiindel F,. auf A vom Rang r

und Grad null mit I'(A, F,.) # 0.
2. Zudem existieren fir alle r € N\{0} ezakte Sequenzen:

0—0y— Fry1 — F,— 0.

3. Sei E ein unzerlegbares Vektorbiindel auf A vom Rang v und Grad null.
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes Geraden-

biindel L vom Grad null mit

E~L®F und L' ~detFE.

Die unzerlegbaren Vektorbiindel F,, vom Rang r und Grad null auf einer
elliptischen Kurve A mit I'(A, F}.) # 0 werden als Atiyahbiindel vom Rang r
bezeichnet. Jedes Atiyahbiindel entsteht durch sukzessive Erweiterung mit

dem trivialen Biindel F; = O 4:
F] 0—04 om0

Fiir Vektorbiindel auf abelschen Varietdten hoherer Dimension gibt es kei-
nen analogen Klassifikationssatz. Da nach Theorem (1.4.3) auch fiir hherdi-
mensionale abelsche Varietéten sukzessive Erweiterungen mit dem trivialen

Biindel in der Kategorie A Ac, liegen, werden die folgenden Untersuchungen
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nicht nur auf den eindimensionalen Fall beschrankt. Fiir abelsche Varieta-
ten hoherer Dimension werden sukzessive Erweiterungen mit dem trivialen
Biindel

] 0—04 0k 2k 0

als verallgemeinerte Atiyahbiindel vom Rang r bezeichnet. Im Unterschied zu
Atiyahbiindeln im eindimensionalen Fall sind die verallgemeinerten Atiyah-
biindel nicht notwendig unzerlegbar und im allgemeinen nicht bis auf Iso-

morphie eindeutig bestimmt.

Man betrachte nun das folgende Diagramm mit kurzen exakten Sequen-

zen von Vektorbiindeln:

0
v
O
¢fr—1
0—=0q I F; gr Fr 0
gr—1 ﬁA
¢/fr—3
004 frg Frog—22 s F g 0
0—=Oy @ F3 0
g3 ﬁA
¢f1:id

0> OA 2 F— 26,0

| o0
0 0

In Abhéngigkeit von den Morphismen (f;) und (g;) in den jeweiligen

Erweiterungen erhélt man eine absteigende Filtrierung auf F;.:
| 9 (g (fi(Oa))..) falls 1<i<r
F'F. =< [r(04) falls i=r
0 falls ¢ >r
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Dann ist
Ori=fr: Oa—Gr'p F,. = f.(O4)

ein Isomorphismus, und fiir alle 1 < ¢ < r induzieren die Morphismen
gi+10...06g: Fr — F;

Isomorphismen auf den Graduierten:

o7l Gy Fo= ') F T E. fi(ﬁA)%fﬁA.

via g;4+10...09, :

Damit ist also pe = (pi)1<i<, eine Familie von Isomorphismen
@i 04— Gr'y E.

Betrachtet man nun fiir ein « € A(C,) das obige Diagramm in der Faser
iiber x, so erhilt man kurze exakte Sequenzen von C,-Vektorrdumen (2 <
i <r):

[Fiﬂﬁ] 0— Cp ﬁ) Fi,x ﬁ’ Fi—l,x — 0.

Wihlt man fiir alle 2 < ¢ < r eine Spaltung s;, von g;» (d.h. g;z 084 =
idFi_Lz), so kann man in Abhéngigkeit von der Wahl der Spaltungen s =

(si,) nun in folgender Weise einen Isomorphismus

T
0:(8) : By — Gr% E, = @ Grfg E,
i=1

definieren: Durch die Spaltungen s;, erhélt man zunichst eine C,-Basis

v = (v;) von F, ,, indem man
Up = fra(1) und v i=8p4(. . (Sit12(fie(1) .. ) fir 1 <i<r (4.1)

definiert. Dann ist fiir alle ¢ das Basiselement v; € % iFr,x\f i+1Fr,x, und
daher wird durch

oz(s)(v) =[] ®...® [v,]
nach linearer Fortsetzung der gewiinschte Isomorphismus o, definiert, der

nach Konstruktion auf den assoziierten Graduierten die Identitdt induziert.
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Somit kann man einem verallgemeinerten Atiyahbiindel F,., das durch
sukzessive Erweiterungen (Fj, fi, gi)2<i<r entsteht, in Abhéngigkeit von der
Wahl von Schnitten s = (s; ) von (giz) ein Objekt (F., . Z°*F}, e, 05(s)) in
der Kategorie #.% ﬁcp zuordnen.

Man fixiere nun ein solches Biindel F,, also Erweiterungen (Fj, fi, ;)
sowie Schnitte s = (s;,) und damit ein Objekt (F,, Z°*F}, ps,0,(s)) in
T f%p. Die zu diesem Objekt zugeordnete darstellende Matrix, d.h. die
darstellende Matrix von pg beziiglich der Basis (0,(s) ™ (¢i.(1))), werde
mit By := B(g, 7°F, ps,0.(s)) Dezeichnet.

Proposition 4.3.2. Der Morphismus g, : F,. — F._1 induziert einen Mor-
phismus in der Kategorie F %’ﬁcp, und fiir die darstellenden Matrizen gilt:

1 0 0
* *
0 1 0

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der vorangegangenen Kon-
struktion der Filtrierungen und Morphismen ¢ und o, ausgehend von suk-
zessiven Erweiterungen:

Seien v = (Ui)lgigr bzw. w = (wj)lgjgr_l die in (4.1) definierten Cp—
Basen von Fj., bzw. Fy_q,. Dann ist g, 5(vr) = gro(fr2(1)) = 0, und fur
1 <j <r—1gilt: gro(vj) = wj. Da B, bzw. B, die darstellenden Matrizen
beziiglich der Basen v bzw. w sind, folgt die Behauptung. O

Speziell fiir elliptische Kurven erhilt man aufgrund des Klassifikations-

theorems von ATIYAH die folgenden Resultate:

Proposition 4.3.3. Sei nun A eine elliptische Kurve. Zusdtzlich zu dem
oben fizierten Atiyahbiindel F, sei F| ein weiteres Atiyahbiindel vom Rang
r. Nach dem Klassifikationstheorem 4.3.1 existiert dann ein Isomorphismus
von Vektorbiindeln f : F, — F).

Dann kann man zu F) ein Objekt in ﬁ%’fﬁl@p assoziteren, so dafi f einen
Isomorphismus dieses Objektes mit (Fy, F*Fy, pe,04(s)) induziert.
Insbesondere sind dann nach Proposition 4.2.1 die darstellenden Matrizen

identisch.
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Beweis. Durch den Isomorphismus f von Vektorbiindeln erh&lt man die fol-

gende Aquivalenz von Erweiterungen:

0 0'a I F; o F..1—0
i
% F! Fo_ | ——
0 A ol L ——— 1 0

Konstruiert man nun wie oben zu dem auf diese Weise durch sukzessive Er-
weiterungen entstehenden Biindel F! ein Objekt (F/, Z,F., ., 0. (s)) mit
Schnitten

sg’x =5, fir2<i<r—1sowie s;,x = [z 0 Srz,
so induziert f einen Isomorphismus in .# %7, :
P
~ / !/ / / / /
f: (Frv‘g.FTWO"O_I(S)) (Frﬂgo 7'790-70-33(5 ))
O

Korollar 4.3.4. Sei A eine elliptische Kurve. Die darstellende Matriz eines
Atiyahbiindels F, ist bei der oben beschriebenen Basiswahl von F,. . eindeu-
tig bis auf Konjugation mit einer rechten oberen Dreiecksmatriz, auf deren

Diagonale Einsen stehen.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus der obigen Proposition 4.3.3 und der
Proposition 4.2.2. ]

4.3.1 Darstellungen zu F),

Fiir ein verallgemeinertes Atiyahbiindel vom Rang 2

By 0— 04212 0,—0

erhélt man nach Wahl eines Schnittes s2; von g2, ein Objekt in # ZC
P

und die dazu gehorende darstellende Matrix von pp, beziiglich der Basis
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(v1,v2) = (s2,2(1), fo.(1)) von Fy,. Diese werde im folgenden mit By =
(bij) bezeichnet, d.h. fiir v € *(A, z) sei

v v =bi(y)vi + b2 (Y)ve und - vy = bia(y)v1 + baa(y)va.
Es gilt
® YUy = "}/'fzﬂ;(l) = fgw(’)/' 1) = f27x(1) = V2, d.h. b12 = 0 und bgg =1.

e l=7-1=7 g22(5:(1) = g22(7 " 522(1)) = g22(b11(7)s2,2(1) +
b1 (7) f2,2(1)) = b1
Dabei ist 3 := by : m¢*(A,r) — C, eine stetige Abbildung, die
unabhéngig von der Wahl des zweiten Basiselementes ist. Da Bsy :
7t (A,2) — GL(Fy,) ~ GLg(Cp) ein Gruppenhomomorphismus ist,
muf} § additiv, d.h. ein stetiger additiver Charakter sein.

Daher ist die darstellende Matrix bei obiger Basiswahl von der Form

10
ne (1)

Dabei ist diese Matrix unabhéngig von der Wahl eines Schnittes s,
von ¢z, denn nach Proposition 4.2.2 (2) bewirkt die Wahl eines ande-
ren Schnittes die Konjugation der Matrix By mit einer Matrix der Form

10
C = < ) >, und es gilt By = C~1ByC.
*

Wegen 3 € Hom,(r{"(4,z),Cp) = Hom (T4, C,) = Homg, (T,A,Cp)
operiert bei der durch ein verallgemeinertes Atiyahbiindel vom Rang zwei
induzierten Darstellung der étalen Fundamentalgruppe (d.h. des absoluten
Tatemoduls von A) lediglich der p-Anteil nichttrivial, d.h.

B2 : TpA — GLQ(Cp)

Die obige Zuordnung p.(F») — [ kann man in gleicher Weise auf belie-

bige Erweiterungen von 7$( A, x)-Moduln

0—>(Dpi>Fi>(Dp—>O,
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wobei die Operation auf C, jeweils trivial sei, ausweiten. Hierdurch wird ein
Gruppenhomomorphismus definiert:

EXt;Lrét

¢ (A,x)(Cpa Cp) - HomC(W"lét(A: ), Cp) = Homg, (TpAa Cp):

F— Bp.

Mit den obigen Bezeichnungen gilt explizit fiir ein Element v € 7('(A, z):
Br(y) = f~1(y - s(1) — s(1)), wobei s eine Spaltung von g als Vektorraum-
homomorphismus sei. Der durch F' +— Gp definierte Homomorphismus ist
zudem ein Isomorphismus, denn fiir ein ¢ € Hom.(7$'(4,z), Cp) kann in
folgender Weise eine Umkehrabbildung angegeben werden:

Man betrachte eine kurze exakte Sequenz von C,-Vektorrdumen

0—>Cpi>Vi>Cp—>0

mit Spaltung s. Auf C, operiere die Fundamentalgruppe trivial und auf
den Basiselementen (s(1), f(1)) von V fiir v € 7$*(A,x) durch v - s(1) =
s(1) +¢(7)f(1) und - f(1) = 1.

Nach dem Korollar 1.3.9 erh&lt man daher den folgenden Isomorphismus:

EXt}Tét

(a2 (Cpr Cp) — Hey(A4,Z,) ® €,

Fafit man auf diese Weise den stetigen Charakter 3 als Element von
Hét(A, Z,)® C,, auf, so ergibt sich folgender Zusammenhang mit der Hodge-
Tate-Zerlegung (vgl. [De-Wel] Abschnitt 3):

Als Korollar aus [Ta2] Theorem 3 erhélt man die sogenannte Hodge-Tate-

Zerlegung
HL(A4,2,) @ Cp = (H(Ak, Oa,) @k Cy) @ (H(Ak, Ol ) @k Cy(—1)),
woraus man die folgende G g-dquivariante Abbildung erhélt:

0% : H'(Ag, O4,) @k Cp — Hi (A, Z,) ® Cp.

Hierfiir gilt das Theorem:
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Theorem 4.3.5 ([De-Wel]| Theorem 2, Seite 111).

Das folgende Diagramm ist kommutativ:
Extl(ﬁAcp, ﬁAcp) L> EXt}rf’t(A,m)(Cp’ Cp)
lz

HY(Ak,O4,) ®k C, N Hy, (A, Zy) ® C,

Damit gilt fiir alle Atiyahbiindel Fy:

0% ([Fa]) = Br,.

4.3.2 Darstellungen zu symmetrischen Produkten von F),

Da der Grundkorper Charakteristik null hat, gilt fiir Atiyahbiindel zu-

dem das folgende Theorem:

Theorem 4.3.6 ([At], Seite 129).
Sei A eine elliptische Kurve tber einem Kdrper der Charakteristik null. Fiir
alle r > 1 gilt:

F. ~Sym" ! F,.

Daf3 auch fiir abelsche Varietdten hherer Dimension die symmetrischen
Produkte einer Erweiterung F> mit & 4 durch &4 wieder eine sukzessive

Erweiterung von trivialen Biindeln ist, zeigt die folgende Konstruktion.

Fixiere dazu eine Erweiterung
(] 0— 04 B 26, —0.

Dann kann man die symmetrischen Potenzen in folgender Weise als Erwei-
terungen beschreiben:

Sei zunéchst (U;);er eine offene Uberdeckung von A, so daf} fiir alle 7 € I
der O 4ly,-Modul Fy|y, frei vom Rang 2 ist. Seien fo; bzw. go; die Re-

striktionen auf U;, und sy; sei eine Spaltung von go;, d.h. go; 0 s9; =
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idg ;- Dann ist (s2i(1), f2,i(1)) eine &4|y,-Basis von Fy|y,. Der 0aly,-

Modulhomomorphismus

By, — Oalu,[ti,ta],  s2,i(1) — t1, fai(1) — to

induziert einen Isomorphismus von & 4|y,-Algebren
SymF2|Ui = @ Symn F2|Ui — ﬁA|Ui [tlth]'
n>0

Im folgenden werde Sym Fb|y, auf diese Weise mit & 4|y, [t1, t2] identifiziert.
Dann ist (¢1,t2) eine Basis von Fh, und Sym" F»|y, besteht aus den homo-

genen Polynomen vom Grad n aus & aly,[t1, t2).

Durch
f’l’,’i : ﬁA|UZ - Symril F2|Ui7 1— tg_l

wird ein injektiver Homomorphimus definiert, und durch die formale parti-

elle Ableitung nach ¢; erhilt man einen surjektiven Homomorphismus

1 0 . -
Gryi = m : ot, : Sym” 1Fz|U¢ — Sym” 2F2|U¢7

dessen Kern f,;(0 4|y,) ist. Somit erhélt man durch geeignete Verklebung

die gewiinschte Erweiterung von Vektorbiindeln:
[Sym“1 F] 0—0,4 LN Sym" ! F, LN Sym"™ 2 F) — 0.
Waihlt man nun als Schnitte s, , von g, , die formalen Stammfunktion

i )
1 Jt% 1) o (r )t’{ gt% 1’

sra(ty

(r—17)
so erhélt man in der oben beschriebenen Weise zu jeder symmetrischen Po-
tenz Sym" ! Fy ein Objekt in der Kategorie .# %icp. Dieses werde im fol-
genden abkiirzend mit F;. und die dazugehorige darstellende Matrix mit B,

bezeichnet.

Dann ist By die darstellende Matrix von pp, beziiglich der C,-Basis

(t1,t2) = (s2,2(1), f2,2(1))-



Explizite Darstellungen zu Atiyahbiindeln 81

Nach Proposition 4.2.2 (2) ist By unabhéngig von der Wahl eines Schnittes
52, und hat die Gestalt:
1 0
By = .
g 1

Nach Konstruktion ist B, =: (b;;) die darstellende Matrix von pp, be-

ziiglich der Basis

r—1 —F i
(wj)1<icr = (( . >t1 'ty 1) :
"= 1<i<r

Also gilt fiir v € 7*(A, 2) einerseits:
,
v wj = ijk(wwk-
k=1

Andererseits folgt:

T ( - ) (10t
) ( - ) (11 + Bt (1))
B ( ::j ) kz_; ( T;j ) By (#) Ik () i+
} ( - ) ,; < k:i ) By (1) (1)
S e
;: T e O
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o= (1))
J—1 ki
1

Also folgt:

0 .0
16} 1
; o100
(r—1)pr=H . 5
Hieraus ergibt sich die folgende Rekursionsformel:
0
B, — B,_1 :
0
(r—1)p"=b ... g1

Man beachte, daf3 alle Faktoren vor den Potenzen des stetigen Charak-
ters 3 ganzzahlig sind. Wegen 3 € Hom,(7} (A, z), Cp) = Homg, (T,A4,C,)

operiert auch in diesem Falle nur der p-Anteil des absoluten Tatemoduls:
B, : T,A— GL,(C,).

Aus dem vorangegangenen Abschnitt ergibt sich nun also das folgende
Resultat:

Theorem 4.3.7 (Explizite Darstellungen fiir Vektorbiindel).
Sei A/K eine abelsche Varietit mit guter Reduktion.

1. Fir verallgemeinerte Atiyahbiindel Sym”™ ! Fy vom Rang v auf A ist
die darstellende Matrixz der Darstellung pr,. beziglich der durch die

filtrierte Kategorie gegebenen Cp-Basis von der Form

((10)) o
j—1 ki

wobei C' eine rechte obere Dreiecksmatriz ist, auf deren Diagonale Ein-

sen stehen.
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Zudem operiert nur der p-Anteil von w{'(A,x) = T A, und das Bild der

Darstellung ist eine unipotente Gruppe U,.:

pr, : TyA— U, C GL,(C)).

2. Fir elliptische Kurven werden alle Darstellungen zu Vektorbindeln aus

der Kategorie 93,4% mit Hilfe der obigen Matrizen B, beschrieben.

3. Falls A/K eine abelsche Varietdt ist, die durch kanonische Liftung ei-
ner gewohnlichen abelschen Varietdt Ag tiber dem Restklassenkorper k
entsteht (d.h. T,A = (Zp,(1))4™A @ (Z,)5™4) operiert bei der Dar-
stellung pr, lediglich der Z.,,-Anteil:

pr, ¢ (Zp)5mA U, C GL,.(Cp).

In diesem Fall geniigt es also fiir eine explizite Beschreibung der Dar-

stellungen pr,, den Wert (1) zu kennen.

Beweis. 1. Der erste Teil folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Be-

trachtungen dieses Kapitels.

2. Diese Behauptung folgt aus dem Klassifikationstheorem von ATIYAH
(Theorem 4.3.1).

3. Der erste Teil ist eine Folge des Korollars 2.2.5, der zweite folgt aus den
Tatsachen, daf nur der Z,-Anteil und nicht der Z,(1)-Anteil operiert
und daf} Z eine dichte Untergruppe in Z,, ist.

O]
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